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Erste Abtheilimg. 

Darstellung der Kugel functionen erster und zweiter Art mittelst unendlicher 

Reihen und bestimmter Integrale. 

Ich deflnire die Kugelfunctionen als zwei particulare Integrale der 
Differentialgleichung : 

worin n eine ganze Zahl bedeutet. Und zwar bezeichne ich als Kugel- 
function erster Art: P n (x) dasjenige particulare Integral, welches für # = 1 
endlich bleibt und für x = oo unendlich gross wird ; andrerseits als Kugel- 
function ztceiter Art: Q n (x) dasjenige, welches für # = 1 unendlich gross 
wird und für x = oo verschwindet. 

Die so definirten Functionen sind noch mit einem von x unabhängigen 
Factor behaftet. Diese Factoren bestimme ich auf folgende Weise. 

In der Function P n (x) soll der constante Factor einen solchen Werth 
haben , dass dieselbe für x — l ebenfalls — 1 wird. Dies führt zu dem 
Ausdruck : 

W r » W L23..n V "2.(211-1)* "*" 2.4.\2n-l)(2 W -3) a ' )' 

In der Kugelfunction zweiter Art: Q n (x) soll der constante Factor einen 
solchen Werth haben, dass 

wird. Für dieses begrenzte Integral habe ich (Crelle's Journal, Band 37) 
folgenden geschlossenen Ausdruck gefunden: 

Pkw 2* x - * 

-1 
Neumann, Kugelfunctionen. I. 1 
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worin B n (x) eine ganze rationale Function von x von der (n — l)** 11 Ordnung 
vorstellt, die von solcher Beschaffenheit ist, dass 

X — 1 



Ä.(*)-P m (*)log 



X + 1 



für x = oo verschwindet. Diese Function B n (x) genügt der Differential- 
gleichung : 

d ( dB(x)\ dPJx) 

(5.) ''- ° k n * ' --'- ' - NT> ' % - * 



d ( dB(x)\ dP s 



x 



mittelst welcher sich B n (x). leicht durch Kugelfunctionen erster Art dar- 
stellen lässt; so dass man erhält: 

(6.) ö Jo:).- 2 ( 2 ^P,_ 1 (a ; ) + ^P,. s (a : ) + ^-P,. 5 (x)+...)-i> ) ,(x)logJ=l. 

Die abgeleiteten Kugelfunctionen erster Art und die abgeleiteten Kugel- 
functionen zweiter Art deflnire ich als zwei particulare Integrale der Differen- 
tialgleichung : 

(7) i^(( i -^4f)+ w ( w + i > r --A- r = o ' 

worin n und j ganze Zahlen bezeichnen. Und zwar definire ich die ab- 
geleiteten Kugelfunctionen zweiter Art: Q nJ (x) als diejenigen particularen Inte- 
grale, welche für x = + 1 unendlich gross werden, und für x = oo ver- 
schwinden. Die hiebei noch unbestimmt bleibenden constanten Factoren 
dieser Integrale bestimme ich dahin, dass 

(8 -> * e^(*)-(i-* t ) T e? ) (*), 

d. i. 

-£ d>0 (x) 

wird*). 

Was die abgeleiteten Kugelfunctionen erster Art betrifft, so werden die- 
selben unendlich für # = oo, und zerfallen in zwei Classen, je nachdem 
j < n oder j > n ist. Diejenigen der ersten Classe: j<n bezeichne ich mit 
P nj (x) und definire sie, was die in ihnen enthaltenen constanten Factoren 
betrifft, durch: 

*) Der Bequemlichkeit willen sollen nämlich häufig die Differentialquotienten von P und Q 
mit P' n , P" ny • • • Pjp, • • ■ und Q' n , Q" n , • • • Q^ , • • • bezeichnet werden. 
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d. i. durch: 



Diejenigen der zweiten Classe: j>n zerfallen von Neuem in zwei Abthei- 
lungen, nämlich in die S nj (x), welche für x=- — 1 verschwinden und für 
x = + 1 unendlich werden, und in die T nj (x), welche umgekehrt für 
x — + 1 verschwinden und für x= — 1 unendlich werden. Was endlich 
die in 8 nj (x) und T nj (x) enthaltenen constanten Factoren betrifft, so be- 
stimme ich dieselben in solcher Weise, dass 

(io.) • e./*)-v*>'- T «/W 

wird. 

Bevor ich meine Untersuchungen in extenso mittheile, werde ich zu- 
vörderst eine Uebersicht zu geben suchen über den hauptsachlichen Inhalt 
derselben. 

§ 1 enthält zwei Sätze über die Gleichwertigkeit particularer Integrale 
von linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 

§ 2. In dem Ausdruck 

<"■>■ • (-^n^-ir + ^^-ir 1 + ■•••) 

werden, wenn derselbe in die Differentialgleichung (7.) substituirt wird, die 
Coefficienten a , a i9 • • • durch recurrente Relationen • ersten Grades bestimmt. 
Dessen ungeachtet bleiben zwei von diesen Coefficienten willkiihrlich. Der 
Ausdruck zerfeilt also in zwei particulare Integrale, welche ich mit 

<12.) 1\ und Z x 

bezeichne. Das Integral Z t wird als gleichwertig mit Q nJ (x) nachgewiesen 
und mit diesem identisch gemacht. 

§ 3. Mit jedem Ausdruck, welcher der Differentialgleichung (7.) genügt, 
lassen sich sieben Umformungen vornehmen, ohne dass derselbe aufhört ein 
Integral der Differentialgleichung zu sein. Die so entstehenden acht Integrale 
können theils gleichwerthig, theils verschieden sein. Anwendung auf den 
Ausdruck 
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Die Vertauschung von n mit — (w+1) macht denselben gleichwertig mit 
Q nJ (x). Bestimmung desjenigen Factors ß, durch welchen 

wird/ Die Vertauschung von j mit — j in dem Ausdruck (13.) giebt gleich- 
falls ein mit Q nJ (x) gleich werthiges Integral, welches für j>n die Form 
eines * geschlossenen algebraischen Ausdrucks annimmt. 

§ 4. Das particulare Integral Z t (12.) und die aus Z l durch Umformung 
resultirenden Integrale Z i9 Z z , Z± sind sämmtlich gleich werthig mit Q Hj (x). 
Die constanten Factoren C u C 2 , C 3 , C 4 dieser Integrale Z l9 Z iy Z z , Z A wer- 
den so bestimmt, dass 

(l6 } Z x - Z, - Z, - Z A - Q nJ (x) 

wird. Die in solcher Weise für Q nj (x) sich ergebenden vier Ausdrücke 
Z L , Z i7 Z 3 , Z± sind Reihen, die nach fallenden Potenzen von (x — 1), 
respective (x + 1) fortschreiten. Diese Reihen convergiren nur für x % > 1. 
Sie gelten auch für j = 0. Für j > n verwandeln sie sich in geschlossene 
Ausdrücke. 

Die Zahlenwerthe von $/ } (0) für j>n. Dieselben sind rein imaginär, 
falls (J — n) eine gerade Zahl, und reell, wenn (j — n) eine ungerade Zahl 
ist. Die Zahlenwerthe von Q Hj (+l) und Q nJ (<x>). Der Werth von Q HJ ( — x). 

§ 5. Aus dem particularen Integral Y t (12.) werden durch Umformung 
drei andere 

Y Y Y 

(16.) *»' **' ** 

abgeleitet. Alle vier Integrale sind geschlossene algebraische Ausdrücke. 
Das Integral Y t ist immer gleich werthig mit Y A , ebenso Y % mit Y z . Hin- 
gegen sind Y x und Y % von einander verschieden, falls j>n, und nur dann 
gleich werthig, wenn j < n ist. In letzterem Falle können alle vier Integrale 
Y l9 Y s , F 3 , Y A durch schickliche Bestimmung der in ihnen enthaltenen 
constanten Factoren identisch mit P nJ (x) gemacht werden. Die in solcher 
Weise entstehende Formel 
(i7.) y, =- r, - r 8 « r 4 _ p nj ( X ), u<*) 

giebt für P nJ (x) vier Ausdrücke; diese Ausdrücke sind Reihen, welche nach 
den Potenzen von (x — 1) respective {x + 1) fortschreiten, und welche leicht 
auch direct mittelst des Taylor'schen Satzes abgeleitet werden können. 

§ 6. Wenn j>n, so sind durch Y l9 Y 4 und Y 2 , Y 9 zwei verschiedene 
particulare Integrale der Differentialgleichung (7.) dargestellt, welche mit 
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(18.) S nJ (x) = Y x = Y, und T Hj (x) = Y, - Y z , (j>*) 

bezeichnet werden. Die willkührlichen Factoren der Y, nämlich A l9 A 4 und 
A 2 , A z , werden so bestimmt, dass 

(19.) Q Hj {x) = S nj (x) - T nJ (x) , (j > n) 

wird. 

Es wird nachgewiesen, dass S nj (x) und T nJ (x) respective gleichwerthig 

sind mit 

+ i -i 

(2 °° *-<*ji^* und {i - x%) j^=^' u>n) - 



00 00 



§ 7. Die beiden begrenzten Integrale (20.) sind particulare Integrale 
der Differentialgleichung (7.). Solches wird direct nachgewiesen, unabhängig 
von den früheren Betrachtungen. 

§ 8. Es wird gezeigt, dass 

i 

S nj (x) = (-iy(1.2-3..j){l-x'f I , U>n) 

(21.) °° 

-l 

T njW - (- 1)^(1-2.3. .i)(l~x*) 2 / , U>n) 

00 

ist. Ferner wird die Relation bewiesen: 

(22.) T nJ {x) » (-l) J ' n S nJ (-x) ; (j > n) 

woraus mit Rücksicht- auf (19.) folgt: 

Qnj (*) - + 8 njW - (-*)'"" *.</<-*>' (i > n) 

(23.) 

§ 9. Analytische Ausdrücke der Integrale: 



-i 



<«.) fl^L und / , - 



00 00 



Beiläufige Bemerkungen über die ZaJüenwerthe, welche diese Ausdrücke (24.) 
und einige verwandte Ausdrücke für x = + 1 annehmen. 

§ 10. Einführung der Integrale zweiter Gattung: 

i -i 

(25.) C{x-zy- l P n {z)dz und j(x—zy- 1 P n {z)dz. 
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Zwischen diesen Integralen zweiter Gattung und den in (24) aufgeführten 
Integralen erster Gattung finden die Relationen statt: 

i -i 






oo x 

(26.) {j>n und ^>0) 

-l l 



/*p n (M)dt b r 



00 



wo A, B constant, d. i. unabhängig von x sind. Hierdurch gewinnen die 
Formeln (21.) die Gestalt: 

-i 



s H /*) = (-i) n+1 



a (ThrYj*-#~ lr *M a ' 



(27.) (j>n undj>0) 



<-dJf«- 



^W-(- 1 )" +1 ^(- 1 -^rj5-) ./ fr-*)'- 1 *.»*«, 
wo C die Constante bezeichnet:. 

■ 

_ 1 • 2 • 8 • • (j + n) 



(28.) 



y-i)y-2)..(i-n) • 

Aus (27.) folgt mit Rückblick auf (19.) sofort: 

+ i 

(29,) «„(*) - (-^^v/j {x-ny- l P % {ß)d*, U>n und j>0) 



-l 



wo C wiederum die Constante (28.) bezeichnet. 

§ 11. Es wird gezeigt, dass die Formel (29.) nicht gebunden ist an 
die Voraussetzungen j>n und j>0, sondern allgemein gilt für jeden be- 
liebigen Werth von j. Für den speciellen Fall j=0 nimmt jene Formel 
die Gestalt an: 

(30.) Ote) ' - w 



-1 
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§ 12« Es wird gezeigt, dass der Ausdruck: 

±1 

für aZ/e Werthe von j und w der Differentialgleichuijg (7.) Genüge leistet, 
ausser im Falle i = 0. 

§ 13. Die Functionen P nj (x) lassen sich ausdrücken durch die be- 
grenzten Integrale zweiter Gattung, und zwar vermittelst der Formeln: 

(32.) *.,(*)- D (jZ^i) J {*-*?- l P n (*)d*, Ü<n) 

wo D die Constante bezeichnet: 

/««x n , 1V /+1 (n— j+i)(n-J+2)---(n+j) 

(33) " ( " 2) 1.2.3...O-I) * 

§ 14 und 14 a . Ableitung einiger Hülfsformeln, behufs der weiter 
anzustellenden Untersuchungen. 

§ 15, 15 a und 15 b . Entwicklung der Functionen S nJ (x), T nj (x), Q nj (x) 
nach steigenden Potenzen von x, jedoch nur unter der Voraussetzung, dass 
j > n ist. 

§ 16, 16 a lind 16 b . Entwicklung der Functionen Q nJ (x) nach steigenden 
Potenzen von x für den Fall, dass j<n ist. 

§ 17. Einführung der Reihen: 

*«> W x ~ ! . 3 ~ T 1 • 2 • 3 • 4 ' 

(84.) 

« M * . Cj-»+*W+»+«) ,, . (J -»+l)0-*» +3) (j +n+2)( j+n+4) 

Es wird gezeigt, dass sämmtliche Functionen P nj (x)> Q nJ (x) und S nJ (x), T nJ (x) 
vermittelst dieser Reihen sich in einfacher Weise ausdrücken lassen. 
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§1. 

Zwei Hülfwätse über die partieularen Integrale einer linearen Differentialgleichung 

zweiter Ordnung. 

Wenn man zur Bestimmung eines partieularen Integrals einer Differential- 
gleichung sich einer Reihe mit unbestimmten Coefficienten bedient, die nach 
dem veränderlichen Parameter einer Function y(x,p) fortschreitet, so ist 
der Werth des so bestimmten Integrals im Allgemeinen von der Function 
<p{x>p) abhängig. So geben z. B. die drei Reihen 

j_ 

^ -(-^f) 2 ( B o(^ + l) 9b +^(^+l) 7, + ...}^ 

r-(l-<r*) * [c x r <> +C x x r ^ +...}, 

wenn sie in die Differentialgleichung 

eingefahrt, und die Coefficienten A, B> C nebst den Parametern p, q, r der 
Gleichung entsprechend bestimmt werden, drei verschiedene particulare Inte- 
grale derselben. Dagegen giebt eine vierte Reihe von der Form: 



Y = (äf) 2 ( a <*+i}* + a t+w + ••■) 



ein particulares Integral, welches mit demjenigen, das aus der ersten der 
obigen Reihen entspringt, gleichiverthig ist, d. h. sich von jenem nur durch 
einen von x unabhängigen Factor unterscheidet. 

Gleichwerthig nenne ich zwei particulare Integrale einer gegebenen 
Differentialgleichung, wenn das eine durch eine schickliche Wahl eines von x 
unabhängigen Factors mit dem andern identisch gemacht werden kann, 
verschieden, wenn solches nicht möglich ist. 

Zur Beurtheilung der Gleich werthigkeit particularer Integrale einer 
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung kann man sich folgender zwei 
Sätze bedienen: 
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I. Satz. Alle partiadaren Integrale einer linearen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung, welclie für das specielle Argument x = x Y verschwinden, sind 
gleichwertig , wenn jene Gleichung ein Integral besitzt, welches für x = x t 
nicht verschwindet. 

Beweis. — Sind X, Y, Z drei particulare Integrale der gegebenen 
Gleichung, so findet die Relation statt: 

X=aY+ ßZ, 

wo «, ß Constante bezeichnen. Wenn nun die Integrale X und Y für x ===== x t 
verschwinden, das Integral Z aber nicht, so kann diese Relation nur be- 
stehen , wenn ß = ist. Es muss also X = « Y sein. Q. e. d. 

II. Satz. Alle particularen Integrale einer linearen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung, welche für das specielle Argument x=^x l nickt unendlich 
werden, sind gleichwerthig, falls jene Gleichung ein Integral besitzt, welches für 
x = x t unendlich gross wird. 

Beweis. — Sind X, Y, Z drei particulare Integrale jener Gleichung, 
so findet die Relation statt: 

X=* aY + ßZ, 

wo «, ß Constante sind. Wenn nun X und Y für x=*x t endliche Werthe 
haben, Z aber unendlich wird, so kann diese Relation nur bestehen, wenn 
= ist. Also muss X=aY sein. Q. e. d. 

§ 2. 

Die Differentialgleichung der abgeleiteten Kugelfunctionen. Ihre vollständige 

Integration vermittelfit zweier Ausdrücke Y i und Z { . 

Es soll das Integral der Gleichung 

in welcher n und j positive ganze Zahlen sind, in der Form 

j_ 

entwickelt werden. 

Die alsdann für X resultirende Gleichung: 

lässt sich integriren durch die Reihe: 

(3.) X« «b (*-!)"+ «i(*-l) n - l + « a (*-l) w - 2 +...., 

Neu mann, Kugelfnnctionen. I. 2 
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in welcher die Coefficienten <r , a l9 « 2 , • • • den Relationen entsprechen müssen 

1 • 2» er, = 2 • n(n—j) a , 

2(S»-l)^-2(ii-l)(ii-i-l)« 1 , 
3(2»-2)a, =- 2(n— 2)(n— j— 2) er, , 



P(2«-J>+l)«j, — 2(w — *+!)(*-./— P+ 1 ) a p -i t 



Vermittelst dieser Relationen bestimmen sich « t , # 2 , • . • a n durch a ; so- 
dann ergiebt sich aus denselben weiter, dass a u + l9 a n + 2 , • • • a tu den Werth 
Xull haben, während a tu+1 tciUhlhrUch bleibt, und dass endlich die weiter 
folgenden Coefficienten a tn+99 c* n +s> • • • a 9 durch jenes willkührliche a Sn+l 
ausdrückbar sind. In der That ergeben sich für a n und die folgenden Coef- 
ficienten die Relationen: 

11(11 + 1)«, — *-l •(!-.?)«„_!, 
(n+l)»ff J|+lS =0, 

(«+2)(»-l)« li + f — 8-1- (1 +/;«. + !, 

(« + 3)(ii-»)« ll+s -t-2-(2+j)« li + t , 



(» + «)(»-« + !)«.+, -*(«-l)(«-l+/)«. + f -i- 



Setzt man aber hierin g = w + l, so bleibt «„+< =<r 2ll +i willkührlich , weil 
jede Seite der für a m+q resultirenden Gleichung für sich verschwindet, die 
linke Seite, weil n — g + l = 0, die rechte Seite, weil nach den vorher- 
gehenden Gleichungen a H ^ q _ l = ist. — Was endlich die auf « 2ll+1 folgenden 
Coefficienten betrifft, so ergiebt sich: 

' l(2n+2)ff 2Ä+2 = -2(n+l)(n+l+j)a 2j|+1 , 

2(2n+3)« 2j , +3 *(» + 2)(»+*+j) «,.+,, 

3(2 W + 4,« 2 „ +4 --2(n + 3)(»+3+i)a 2w+s , 



Die Reihe (3.) giebt also für X zicei particulare Integrale mit den Will- 
kührlichen « (i und « 2jl+1 , welche kurzweg mit A x und C x bezeichnet sein 
mögen, während jene Integrale selber Y x und Z Y heissen mögen. Also: 



— l.(n— j)(n— j — 1), flX ,„t 



(*•. i i- il i\ x _ i ; [ <c *< + 2 !. 2w ^ X 1} + 2 1.22n(2n-l) 



(*_1)" + 



• • • • 



+ 2' 



(n-ji(n —j-l )...(l-j) 
2n(2n— l>(2«-2> 



••(1-J) \ 
-•■(.. + 1)}' 
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(h\7-c( X+V YUx ir- 1 2 (n +1)(n+i+ 1) (x x) -n-2 , ^(n+ l)(n+2 ) (n+j+l)(n+j +2) ■ 

_ es (n +l)(n+2)(n+3)(n+j+l)(n+j+2)( n+j+3) te - r .-4 , I 

l-2-3(2n + 2)(2n+3)(2n+4) v ; "*" " J 

Der Ausdruck Z L verschwindet für x = <x> , und muss daher [nach 
Satz I, § 1] gleich werthig sein mit der abgeleiteten Kugelfunction Q nJ (oc). 
Denn die Differentialgleichung (1.) besitzt noch ein anderes Integral, welches 
für #=<x> nicht verschwindet, nämlich den Ausdruck Y t . 

Ich werde den Factor G Y so bestimmen, dass Z x mit Q nJ (x) identisch 
wird. Alsdann muss z. B. 

werden; woraus mit Rücksicht auf (5.) sich ergiebt: 

Der Ausdruck rechter Hand kann leicht berechnet werden auf Grund der 

in der Einleitung gegebenen Definition [vgl. (3.), (8.) auf Seite 1 und 2]: 

+ i 

L ( % P n (*) d * 

-i v ; 

Dabei kann der Ausdruck unter dem Integralzeichen (weil es sich hier um 
unendlich grosse Werthe von x handelt) nach Potenzen von - entwickelt 

X 

werden. In dieser Entwicklung: 

L L_ V (i+ 1 )0' + *) --- U +p) /*y 

{x-z) J + l x* + 1 <& l-2-..p \x) 

+ i 

fallen alle Glieder fort, deren p < n ist (weil jtf¥ n {z)<lz = 0, so lange p < ri) y 

-i 

während andererseits alle Glieder, deren p > n, gegen dasjenige Glied, dessen 
p*=n ist, verschwinden werden, sobald man x = <x> setzt. Berücksichtigt 
man ausserdem, dass für die hier in Betracht kommenden unendlich grossen 

A L 

Werthe von x die Potenz (1 — x 2 ) 2 in (— l) 2 • x f übergeht, so folgt aus (6.): 



-1 



1 • 2 • 3 • • • w 



oder, weil das hier auftretende Integral = 2 t-Vv— ,'— . -,< ist: 

° 1 .3 • 5 • • (2n+ 1) 

1 -2-3...(j + «) 



<6.a) q-i-D^-i?.*^ 



5-(2n + l)' 



2 
X 
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Somit folgt aus (5.): 

(70 «.,(*) -(-1) (~v: 2 r.3.5...(2"fTrr)V^^i/ 

^P -1 > 2 L(2w+2) {X 1} + 2 l-2.(2n + 2)(2n + 3) { * V ]' 

Das particulare Integral Y x (4.) , welches für x = — 1 verschwindet 
und für # = <x> unendlich gross wird, ist dadurch als gleich werthig mit der 
abgeleiteten Kugelfunction P nJ (x) charakterisirt. Die nähere Discussion von 
Y t findet zweckmassiger erst statt nach den Umformungen dieser Function, 
die im folgenden § ausgeführt werden sollen. 

§ 3. 

Für jedes particulare .Integral der genannten Differentialgleichung lassen sich 

sieben Umformungen angeben. 

Die Differentialgleichung (1.) bleibt ungeändert, wenn man x mit — x 
vertauscht, ebenso auch, wenn man j mit — j vertauscht. Leistet daher 
irgend ein Ausdruck Y=f(x,j) jener Gleichung Genüge, so wird Gleiches 
gelten vom Ausdruck f( — %,j), ebenso vom Ausdruck f(x, — j), u. s. w. 
In solcher Weise ergiebt sich, dass mit jedem Ausdruck, der jener Gleichung 
genügt, im Ganzen sieben Umformungen vorgenommen werden dürfen, ohne 
dass derselbe aufhört, der Gleichung zu genügen. Diese Umformungen 
werden hervorgebracht 

(I.) durch Vertauschung von x mit — x, 

(IL) durch Vertauschung von j mit — j, 

(III.) durch gleichzeitige Vertauschung von x mit — x xmdj mit — j 9 

(IV.) durch Vertauschung von n mit — n — 1 , 

(V.), (VL), (VII.) dadurch, dass man die Operationen (L), (IL), (HL) 
gleichzeitig mit der Operation (IV.) bewerkstelligt. 

Ist der ursprüngliche Ausdruck durch eine Reihe dargestellt, so beziehen 
sich diese Umformungen auf das allgemeine Glied der Reihe; und dabei 
kann es geschehen, dass die Reihe aus einer begrenzten in eine unbegrenzte 
oder umgekehrt sich verwandelt. 

Wendet man diese Umformungen auf den gewöhnlichen Ausdruck für 
P nJ (x) an, nämlich auf: 
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(8.) ^W- 1 ' 8 !;'^" 11 n(n~l)(n-2)...(n-j+l)(l-^Vx 

x f j» -i (»— J)( w — J— D n - j -2 , (n-J)(n-j—l)(n-j-V)(n-j-S) w -/-4 , \ 

[ 2(2n— 1) "*" 2-4(2*- l)(2n-3) "♦" j' 

so bleibt der Charakter dieses particularen Integrals durch die Operationen 
(L), (II.), (III.) ungeändert, indem es nicht aufhört, gleich werthig zu sein 
mit einer abgeleiteten Kugelfunction erster Art. Dagegen entsteht durch die 
Operation (IV.) ein Ausdruck, welcher gleich werthig ist mit einer abgelei- 
teten Kugelfunction zweiter Art (wie solches leicht ersichtlich durch An- 
wendung des Satzes I. in § 1). Der Factor, mit welchem dieser Ausdruck 
zu multipliciren ist, um ihn mit der Kugelfunction zweiter Art, d. i. mit 
Qnj 0*0 identisch zu machen, kann leicht bestimmt werden, falls man die 
früher [vergl. (6.), (6. a )] gefundene Formel 

<w (*" +1 <M*)),=. -<-«''(-*>'-«r^ : . 8 7.-.^S?i 

beachtet. Man findet in solcher Weise: 



1 • 2 • 3 • • () -+- n) ir 

i -j-n-i , U+n+D(j+n+ 2) -j-n-z> a+n+l)(j+n+2)(i+n+3)Q+»+4) -,-,-5, \ 
^P + 2(2n+3) * + 2-4.(2n + 3)(2» + 5) * + —|i 

dies ist der bekannte Ausdruck der Kugelfunction Q nj (x) . 

Mit diesem Ausdruck können nun die Operationen (L), (IL), (III.) vor- 
genommen werden. Aber nur die Vertauschung von j mit — j giebt ihm 
eine neue Form, jedoch ohne seine Gleichwerthigkeit mit Q nj (x) aufzuheben. 
Bestimmt man den Factor des durch Vertauschung von j mit — j ent- 
standenen Ausdrucks so, dass der Gleichung (9.) genügt wird, so erhält man: 

(ii.) QnjW-*i\ s . b ... l2n +T)\T=l?) x 

f <-n-i , 0'— *-l)(j-*-2) ,- w -8 ■ (j-n-l)Q'-n-2)(j-n-8)( t /-n-4 ) i.,. 5 . \ 
^\ """ 2(2n+3) "*" 2.4(2n + 3)(2n+5) ^ ^ }' 

Für j = werden beide Ausdrücke (10.) und (11.) von derselben Form, 
und geben: 

(11) Q (g) ,i 1 ^' S ' n l x -»-t + (n+l)(n+2) , (n+l)(n+2)(n+3 )( n+4) 5 } 

^ ; V„W *i.3.ö..(2n+l)\ ^ 2(2n+3) ^ 2.4-(2n + 3)(2n + 5) ] 

Für i > n gewinnt der Ausdruck (11.) eine geschlossene Gestalt. So 
z. B. erhalt man: 



(18.) 
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o (rt=,g 1 -*- , -< > » + 1 >f 1 ) * 

V», , + iW ' 1.3.5.. (2n + l) Vi-* 8 / 

O ( X ) = 2 i •«• »•••(«» + ») ( 1 ^ . x 

V«,«+iW * i.3-5-(2n+l) Vl--.rV *' 

f rl - 2 Li «l»^Ü»_±!> / _J_\ **~ / 2-1 \ 

V«, « +8 W * ! . 3 . 5 . . (2« + 1) Vi - «V V + 2 (2w + 8)/ ' 

V ».» + * W ^ 1.3-5-.(2n+l) Vi — *V V X + 2(2n + 8) /• 

Giebt man dem für j>n resultirenden geschlossenen Ausdruck (11.), was die 
Aufeinanderfolge seiner einzelnen Glieder betrifft, die entgegengesetzte An- 
ordnung, so sind zwei Falle zu unterscheiden, jenachdem j — n gerade 
oder ungerade ist. Man erhält 

für j > « und ,; — n = gerade : 
(14.) ^W = 2(2.4..(i + r,))(l.3.5...0~ri-l))( r ^) 2 >< 

I 1*2*3 1*2*3*4*5 I 

andererseits für j > n und j — n— ungerade: 



> 



(15*) Q UJ (fi)—* (2*4**(j + »- 1)) (l *8* 6 •• *0 '-« - 2)) ( r J Ä - t )* X 

v f , , Ü-«-«Ü+«) „, , (j-«-3)(j- W - l)Q-+n)0 + >. -2) 1 

x|l+ -j.j — .x+— — j^:^ a+-..-J. 

§ 4- 
Die durch Umformung von Z x entstehenden partioularen Integrale Z 2 , Z 3 , Z 4 . 

Betrachtet man die beiden Integrale Y l9 Z t (Seite 10, 11), so zeigt sich, 
dass jedes derselben aus dem andern durch die Operation (IV.) ableitbar ist. 

Bezeichnet man die Ausdrücke, in welche Z t durch die Operationen 
(L), (IL), (HL) übergeht, resp. mit Z 2 , Z 3 , Z 4 , so werden all 1 diese Iute- 
grale Z l9 Z i9 Z 3 , Z 4 für x = <x> verschwinden, und daher gleich werthig sein 
mit Q nJ (x). Die vier willkühr liehen Factoren 6\, C 2 , C 3 , C A dieser Inte- 
grale werde ich so bestimmen, dass die Gleichwertigkeit zur Identität 
wird, also bestimmen vermittelst der vier Gleichungen: 
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wobei zu beachten, dass der Werth von (x H + l Q n j (x)) xa=al) bereits früher 
[vergl. (9.)] angegeben wurde. — Man erhält in solcher Weise folgende vier 
mit Q MJ ($) identische Ausdrücke: 

(1.) Z t - 2- t -- ^ — - £) ^— -) x 

\ V ' l-(2n + 2) V ; ^ 1.2-(2»+2)(2n + 8) ^ ; }' 

xj(.r+l) + 2 - 1 -.-^T+2J- -■(*+»> + 2 iT2^2H-2)(2« + 3) ( * +1) +•••)• 

m * =f lV c. l-2-O + n) /i-x\» 
(3.) Z s - (- iy 2 j.,.,0, „.m ^"+^1 -x 

xj(*-D -2- i;(2 - +8) c*-d +2 — r^vv+Ywir+s)- ~ ( * _1) --J' 

■ 

(4 > ^~ 2 i.- 3 .r ( 2,7+T)lr^5J x 

? Jfa i tr- 1 i . ( w +i)(» -i+i),, ■ ir -t i 2 JH-i)(»+2)(n-j+i)(n-,H-2) , ir .-s , \ 

x|(*-H) +2 1<2n+2) (*+l) +2 i. 2 (2n+2)(2w+3) ( * +1) + )» 

(6.) ^ - Z, - Z, - ^ - Q nj (*) . 

In diesen Formeln kann ,;' jeden Werth, grösser oder kleiner als n, haben. 
So z. B. folgt für y = aus (1.), (3.): 

(6.) ^„(«J-.j^^x 

\ V ; l-(8n + 2) V ' ^ l-2^2»t + 2)(2»i + 3) V ' J* 

und andererseits aus (2.), (4): 

(7.) «..W-'^.T^-i)^ 

Mittelst dieser Ausdrücke für # n0 (#) sind nach der Definition von Q nj (x), 

- s -diQ n0 {x) 

d. i. nach der Relation Q nj (x) = (1 — x*) 2 —j~j— , die Vorzeichen in den 

vorstehenden Formeln (1.), (2.), (3.), (4.) bestimmt wordfen, sobald bei der 
directen Bestimmung von C l9 C 2 , C 3 , C 4 Zweideutigkeiten eintraten. 

Die Reihen (3.) , (4.) sind unbegrenzt für j < n , gewinnen aber eine 
geschlossene Gestalt für j>n. Giebt man in diesem letzteren Falle den 
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aufeinanderfolgenden Gliedern jener Reihen die entgegengesetzte Anordnung, 
so gelangt man zu folgenden Formeln: 

(zu beachten die Voraussetzung: j>n) 

( j-n-l)(j-n-2)Q-+«)CH-M--l) / *-i y ■ ■ U+n)U+n-l)-(2n+*) ( x — l\ J-*-i\ 

~ 1 " 1.20_i)0_2) V 2 / -r — -1- _ 1)0 _ 2) ... (n+1) \ 2 ; j. 

(9.) 0„,(*W 4 : (1 _^ {> Ic7=ir"(T") + 

■ U-n - l)U-n-*)U+n)U+ n-l)(x+iy .,_ w- »- i(i+")0 +"-l) • • • (2 n+2)(x+l \J- —U 

"*" . 18(j-l)Ü-2) V 2 / """^ * r (j_i)- U _2)...(„+i) V 2 / T 

Setzt man in (8.) der Reihe nach j = n + l, n + 2, « + 3, etc., so folgt: 

«. „+i(*)°g" +1 1 - , v" t , 

etc. etc. etc. 

Diese Formeln sind identisch mit den Formeln (13.), Seite 14. 

Für x = wird offenbar Q Hj (x) identisch mit , • Folglich kann 

man vermittelst der Gleichungen (8.) und (9.) die Werthe \Tj~) xmm0 berechnen. 
Und zwar findet man aus (8.): 

(immer vorausgesetzt: j>n) 



(11 - } ^ ? ),-.- t ( t ' 4 -" W - i, ) >< 

^ff i ^ n - 1)f i + n ' | < U-n-l)U-n-*)U+n)U+n-l) \ 

*\ l * 1-u-i) "*"* i-2(i-i)(i-2) ' J' 

andererseits aber aus (9.) einen Werth, der von dem eben hingeschriebenen 
nur durch den Factor ( — iy~*~ l sich unterscheidet. Hieraus folgt, dass 
der in der Parenthese { } in (11.) enthaltene Ausdruck jedesmal verschwinden 
muss, wenn ,; — n gerade ist. Also wird: 



(12.) 



*#QM 



\ „ , 1 , s ° > für J> » und ./— m — gerade, 



wie solches auch direct aus der Formel (14), Seite 14 sich ergiebt. Gleich- 
zeitig findet man aus der Formel (15.) Seite 14: 
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(13.) (— -V-) o — *(«.4...(j+n— l))(l.3.5...(./~n-2)), für ,7>n und i-n— ungerade. 

Die rechte Seite dieser letzten Formel repräsentirt also, beiläufig bemerkt, 
zugleich den Werth der Reihe (11.), falls j>n und ,; — n ungerade ist. 

Für j < n lässt sich der Werth von \~~j~r) x —o vermittelst der Reihen 

(1.), (2.), (3), (4.) des gegenwartigen § nicht bestimmen, ebensowenig ver- 
mittelst der Reihe (11.) des vorigen §. Denn all 1 diese Reihen sind diver- 
gent für x*<l. Hiemit hangt zusammen, dass sowohl Q n0 (x) als Q nJ (z), 
j<n gedacht, für x % < 1 complexe Werthe haben. In der That ist für <r* < 1 : 

woraus folgt*): 

(16 ° \~dT)*=r \-dj-)—o ' log { ~ x) * för j<n nnd n ~ j = * erade; 

Bemerkung. — . Aus den Gleichungen (1.), (2.) ergiebt sich: 

(17.) Q nJ l±i)-<X>, ^(X)-O, füriO; 

ferner aus den Gleichungen (8.), (9.): 

(18.) «*, (± !)=-<*>, Q nJ (<X>)-0, ftri>«. 

Auch folgt aus denselben Gleichungen: 

(19.) Q nJ (- x) = (- 1)> " n ~ l ^. («) , für jedes beliebige j . 



§5. 

Die durch Umformung von Y { entstehenden partioularen Integrale Y 2 , Y SJ Y 4 , 

für j ^ n. 

Aus dem particularen Integral Y x (Seite 10) ergeben sich durch die 
Operationen (L), (IL), (III.) drei andere particulare Integrale Y 2 , Y 8 , Y A . 
Diese vier Integrale Y t , Y 2 , F 3 , Y A lauten, falls man ihre constanten 
Factoren mit A l9 A tJ A z , A A bezeichnet, folgendermassen: 



*) Man vergleiche den Werth von -R n (.r), Seite 2. 

Ncnmann, Kugelfunctionen. I. 
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1 l \x — 1/ \ 1-2» v ' T l-2-2»(2rt — 1) v ' T 



• • • • 



k n n(n— l)--l-(n— j)(n— j— 1)---(1 — j) ) 
1-2 •• n-2n(2n— !)•-.(«+ 1) j 



r,-j,(^) , ((«+ir-is^^+»)'- t +>» w(w - 1 > ( ;-^-f- 1) («-+ir-»-. 

1 *\a;-j-i/ | v ' ' 1-2» v ' ' ' l-8-Jn(2n- 1) v ' ' 

i / £ x» »(*— *) — l-(*-J)(» — J-l)"(l— J) l 
(20.) 1.2---n-2»(2»-l).--(n + l) J 1 

*• ^»IZ+l/ ( ( } + *^ST ( } + L2.2n(2n-1) ( * 1} + 

n(n-l)-..l-(n+j)(n+,;~l)-(l+ i)l 
h l-2---n-2»i(2n — l)---(n-f 1) ] * 

y --^(ar('^''--»^^-'-- i +'- "'"T'^. + (f. ( -tr l ' ''' +i '-"'- 

, , 2 ^n w(n-l)-.l-(n+ t /)(n+ t /-l)-.(l+i) | 
^ ; 1. 2- .-n-2n(2n— 1). •(»+!) J 

Diese Ausdrücke sind stets geschlossen. Uebrigens erstrecken sich die 
Ausdrücke für Y t und Y 2 bis zu den angegebenen letzten Gliedern nur 
dann, wenn j>n ist, während sie, falls j<n ist, schon früher abbrechen. 
Das allgemeine, (p + 1)* 6 Glied in Y x oder Y 9 lautet nämlich: 

l«.) i -tt^r [1.2-.i)][2n(2n-l)...(2n-p+l)] ^ +1) 

« 

wo das obere Zeichen für Y l9 das untere für Y 2 gilt. Ist daher j> n, so wird 
P p) verschwinden für p — n + 1 , und das letzte nicht verschwindende Glied 
durch T 00 dargestellt sein. Ist hingegen j<n, so wird F p) bereits ver- 
schwinden für p == n — j +1> mithin das letzte nicht verschwindende Glied 
durch jT (n "-° dargestellt sein; wobei zu bemerken, dass T (n ^ ) den Werth hat: 

(22 ° 2 =(±2) [1.2..(n-j)][2n(2n-l)...(n+j+l)T ( + r> 

&(±2)n "'(n+/+l)(n+i+2)...2n (a;=F1)> - 

Die Integrale F x und T^ verschwinden für x = — 1 . Ebenso ver- 
schwinden F 2 und F 8 für x ===== + 1 . Beachtet man dies und beachtet man 
gleichzeitig, dass die betreffende Differentialgleichung ein Integral Q Hj (x) 
besitzt, welches sowohl für x— — 1 als auch für x = -\- 1 unendlich gross 
wird, so ergiebt sich aus dem Satze I (Seite 9) sofort, dass Y x und Y^ 
einander gleichwerthig sind, und desgleichen auch Y 2 und Y B . Diese Gleich- 
wertigkeiten verwandeln sich in Identitäten, sobald man A x = A A und 



/ 
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A 2 = A 3 macht; denn fttr ein sehr grosses x verwandeln sich Y lf Y 2 , Y s , Y A 
resp. in A t x n , A 2 x n 9 A 3 x n 9 A A x n . — Im Folgenden soll stets A t = A A und 
A 2 = A s gesetzt werden. 

Durch Y t und Y 2 sind zwei verschiedene Integrale dargestellt; denn 
für x = 1 wird Y x = <x> und Y 2 = 0, und umgekehrt für x = — 1 wird 
1^ = und r 2 = oo. — Dies ist aber nur richtig, solange j>n 9 mithin 
die in (20.) dargestellte Form dieser Functionen Gültigkeit hat. Ist nämlich 
j <n 9 und sind also die letzten. Glieder von Y if Y 2 die in (22.) angegebenen, 
so sind, wie sogleich erläutert werden soll, Y t und Y 2 einander gleich- 
werthig; so dass im Falle j<n durch die vier Functionen Y l9 Y 29 Y 3 , Y A 
im Ganzen nur ein particulares Integral der in Rede stehenden Differential- 
gleichung dargestellt ist. 

Zur Erläuterung der eben gemachten Behauptung sei bemerkt, dass 
sämmtliche Glieder in der Parenthese des Ausdruckes für Y x oder Y % im 
Falle j<n einen gemeinschaftlichen Factor (x + Vf besitzen , welcher vor 
die Parenthese gezogen werden kann, wodurch alsdann Y x und Y 2 die 
Gestalt annehmen: 

(23.) r,-^-«**,, 

wo X x und X 2 ganze rationale Functionen (n — y) ter Ordnung von x — 1 , 
respective x -f- 1 sind. In dem betrachteten Fall j < n werden also Y x und 
Y 2 für x = 1 verschwinden oder wenigstens endliche Werthe haben , jenachdem 
j von Null verschieden oder gleich Null ist. Hieraus aber folgt durch 
Anwendung der Sätze L, EL (Seite 9), dass Y x und Y 2 einander gleich- 
werthig sind. Q. e. d. 

Die in solcher Weise für den Fall j < n bewiesene Gleich werthigkeit 
zwischen Y l9 Y i9 Y s , Y A erstreckt sich auch auf P nj (x) 9 wie sich leicht 
aus dem Satze IL (Seite 9) ergiebt, falls man nur beachtet, dass P nJ (v), 
ebenso wie Y l9 Y 29 Y s , Y l9 für x = + 1 endliche Werthe hat. Um die ge- 
nannten Gleichwertigkeiten in Identitäten: 
(24.) p uJ (x)-y 1 - r, = r 8 - r 4 

zu verwandeln, bedarf es nur einer geeigneten Wahl der Factoren A 19 A 2 , A 39 A A . 
Auch bemerkt man, däss die zu wählenden Werthe dieser Factoren ein- 
ander gleich sein werden; weil Y 19 Y 2 , Y 39 Y A für ein sehr grosses x re- 
spective die Gestalten A x x n 9 A 2 x n , A 3 or n , A x tf annehmen. Aus (24.) folgt: 

3* 



L 
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< 25 > (<*• - *f * p nJ <*))..., - (<*• - 1)" T *.)„_, • 

Die linke Seite dieser Formel reducirt sich auf: 

i.'/a'i» C*)\ , . , , , . ,i(n-J + l)(n-i+2)...(n+j) 



J_ /fit p ( X )\ J_ 

(-i)*y * J xssi , und ist daher -(-i) 2 



Somit folgt: 

also mit Rücksicht auf den für für Y Y geltenden Ausdruck (20.), namentlich 
mit Bücksicht auf das in (22.) angegebene letzte Glied dieses Ausdruckes: 

, 1 ,4 (n~i+l)(n~i+2)...(n+ j) ü+ !)(/+*)...* 



2>. 123... j l (n+.;+l)(n+i+2)...2n 

öder was dasselbe: 

f 1 (n-j+l)(n-i+2)...(n+j)(n+j + l)(n+i+2)-2H 

Somit ergiebt sich für den gemeinschaftlichen Werth von A 19 A %y A s , A A ' 
schliesslich der einfache Ausdruck: 

(29.) A-^-^-^-(-^ (w - i+ . 1)(w - i+2) -^ . 

J i i • 4 \ / 2*. 123 -n 

In dem hier betrachteten Falle j < n erhalt man also aus (24.) vier 
verschiedene Gestalten des Integrals P nJ (x). Diese vier Gestalten Y l9 Y 2 , 
Y 9 , r 4 sind, wie aus (20.), (22.) und (29.) sich ergiebt, folgende: 

vorausgesetzt : j < n , 

p ( a? ). < w -^+ i )( w -^+ 2 >" 2w (^n ( x-i r+8 !L^j)^_ ir -. 

njy 2"-1.2.3-.n \l—x/ y ' l-2w v ' 

n(n-l)(n-j)(n-j-l) _ „_, .... ,—y U+l)U+*)-n ,__ lV \ 
^ 1-2 2n(2n-l) K * l) ^ ^* (n+j+ l)(n+i+2)-. 2 n l * lr J ' 

"^ W 2*. 12-3 -n \1 + «/ \ v ' l-2n v ^ ' 

^ 122n(2n— 1) K ^ } ^ K Z} ( n +.; + l)(n+i+2)...2n^^ J J ' 

(30.) £ 

n<; 2 n .12-3..n Vl+*/ \ v ' ^ l-2n v y 

n(n^l)(n+ i)(n+j-l) , (j + i )C ; + 2)...n 1 

^ i~.2-2n(2» — 1) v ; " 1 r (n+i+l)(n+ 1 /+2)...2n| ' 

p w _ »w+i)(»-i+^-- ij*/^'{ fr+ir _ 1 gi.+ ! a ( , +tr -,' 

*' ' 2"1.2-3.n Vi — */ \ v r ' l-2n v ^ ' 

8 n(n~l)(n+j-)(n+j-l) „ _ 2 _ Q'+l)C;+2)-n } 

^ 1.2.2»(2n — 1) v -r*; --TV ^ (w + t7 - +1)(w+t7 - + 2)...2n) " 



f , , (n-j)(n+j+l) (x-l\ ( w -j)(n-j-l) (n+j+l)(n+j+2) Ix- 1\* \ 

\ "•" 1Ü"+1) V 2 /"*" 1-2 0+l)Ü'+2) \~2~ ;+""|. 
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Ordnet man in diesen Ausdrücken die Glieder in den Parenthesen in 
entgegengesetzter Weise, also nach steigenden Potenzen von (x — 1) resp. 
(x + 1), so folgt: 

vorausgesetzt: j < n . 

p teW (n-j+l)(n-j+ 2) • -(n+j) / l + x \* Ix - IV 

"J ( '*"* 1-2- ,;' Vi—*/ \ 2 / 

_,, , (»— J)(**+J+1 
P / rt / t ,.-j (n-j+l)(n-j+2)-(n+ j) /l - x\ » /* + iy 

*nj w - i- i) Ts- i \i + x) \~T~J x 

>,f. (»-j)(«+j+l)fo + l \ . (*-J)(n-j-l) ( n+j+ l )(n+j+2) /x + l\i ] 

\ l(i+D -V 2 /"*" 1-2 " + 1)0 + 2) \-2~) • 

(31.) j, 

P /*_ (n-j+l)(»-j+2)--(n+j) /l - x \ » ^^ 

">^ ' *™ 1-2--J \l-f x/ 

^L ■ n(n+l)(x-l\ , n(w-l) (n+l)(n+2) /s-iy , ] 

* { 1 + Tü+T) \-T-/ + -TT" tf + 1) U+ 2) V"^~/ + '"}' 
*«!«-<- iywfr-J+»)(»-i+«)--(»+^ (i±ff x 

"J x ' v ' 1-2--J \1 — #/ 

J _ «(ir+l)AC + l \ , n(n-l) (n+l)(n+ 2) /* + 1\* | 

1 1(J + 1)\ 2 /"■" 1-2 (j + l)ü + 2)\ 2 ; '"'j' 

Macht man in diesen Formeln y = 0, so wird der Zahlenfactor 

(n — j + 1) (»-J + 8) • • • (n+j) gkj^ ^ w j e aug ^j. Ableitung desselben aus 

den Formeln (30.) sich ergiebt. Somit erhalt man: 

n*\ V M i 1 »(»+l) /*-l\ , tt(n-l)(n + l) (n+2) /g-l\» 

, ^»L n(n+l) /g+l\ , n(n-l)(n+ l)(n+2)/* + l\» | 

=-(-1) ( 1 ^-(Ij»-l-2-j + (T2)* l~2-j j» 

oder # = cos# gesetzt: 

P (C08 fr) =» 1 i — -^ — - sm 8 r- — t — —z-^ — ! — - sin 4 • • • • , 

» v ' (1)« 2 ' (1-2) 8 2 

Dies sind die von DiricMet gegebenen Reihen, die sich auch dadurch ab- 
leiten lassen, dass man 

*.<*)- * Ä (i + (*-i))-M- * + <*+«) 
mittelst des jTayfor'schen Satzes nach Potenzen von (x — 1) resp. (x + 1) 

entwickelt. — Uebrigens erhalt man die Ausdrücke in der ersten und zweiten 

Formel (31.) durch eben solche Entwicklungen von 



i 
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d> P n (x) #P n (i + ( x -i)) 8JP u (-i+( x + 1)) 

». ■ ■ - — ■, ,..!.. ss ^ " ' - - ■ -■■ ■ ' ■■■■■i n I i 5SB - - - ■ - ■ — ■ 

dx? dxß dx? 

Die Ausdrücke in der dritten und vierten Formel (31.) haben im Zähler und 
Nenner die gemeinschaftlichen Factoren (x -f- iy resp. (x — l) y , und reduciren 
sich durch Fortschaffung derselben auf die Ausdrücke in der ersten*), und zweiten 
Formel (31.). Dasselbe gilt von den entsprechenden Ausdrücken in (30.). 

§ 6. 

Die Integrale Y l} Y 2 , F s , Y 4 für j>n. Einführung der Bezeichnungen S Hj (x) und 
T nJ (x) resp. für Y 1} F 4 und Y 2 , Y 9 . Darstellung dieser Ausdrüoke S J(x) und T nJ (x) 

mittelst begrenzter Integrale.. 

■ 

Die Ausdrücke fttr Y l9 Y 2 , F s , F 4 (Seite 18) verlieren die Eigenschaft, 
verschiedene Darstellungen desselben particularen Integrals der betrachteten 
Differentialgleichung zu sein , sobald j > n wird. Zwar bleibt Y x mit F 4 
und Y 2 mit Y s gleichwerthig , aber das durch Y u Y^ dargestellte Integral 
wird verschieden von dem durch Y 2 , Y 3 dargestellten. Ich werde diese 
beiden particularen Integrale durch S nj (x) und T nJ (x) bezeichnen: 

(34.) S nJ {x)^Y l ^Y A7 T nJ (x)=Y,= Y 9 , für j>n, 

wo also A x — A A und A 2 = A 9 gesetzt ist. 

Diese particularen Integrale S nJ (x) und T nJ (x) sind dadurch charakteri- 
sirt, dass S nj (x) unendlich wird für x = 1, und Null für x = — 1, während 
umgekehrt T nj (x) unendlich wird für x = — 1 , und Null für x = + 1 . 
Ausserdem werden beide Integrale S nj (x) und T nj (x) unendlich für x =5=00. 

Das oben(Seite 15) betrachtete particulare Integral Q nj (x) = s Z l —Z 2 =Z S =*Z A 
kann nur linear aus S nJ (x) und T Hj (x) zusammengesetzt sein. Ich werde 
nun die in S nj (x) und T nj (x) noch enthaltenen disponiblen Constanten A x 
und A 2 der Art bestimmen, dass 

(35.) Q n j(*) = S nJ (x) -T nJ {x), (j>n) 

mithin: = S n . (00) - T n . (<x>) 

wird. Hieraus folgt, wie sogleich bemerkt sein mag: 

(36.) A x - Ä 2 . 

Denn fttr sehr grosse Werthe vonrr wird [nach (20.), Seite 18] S Hj (x) = Y 1 (x)= 
= A l (x-l) n und T nJ (x)=Y 2 (x) = A 2 (x + l)\ 

*) Setzt man z. B. in der dritten Formel (31.) vor der Parenthese den Factor l— t— y t und 

-~w~) Ä ( 1 H 5 — ) » ao verwandelt sich diese 

Formel in die erste Formel (31.). 
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Um den gemeinschaftlichen Werth von A lf A 2 zu bestimmen, werde 
ich zuvörderst die Ausdrücke Y l9 Y 2J Y s , F 4 (Seite 18) vermittelst bestimmter 
Integrale darstellen. Zu diesem Zweck gebe ich jenen Ausdrücken, was 
ihre einzelnen Glieder betrifft, die entgegengesetzte Reihenfolge, und erhalte in 
solcher Weise, indem ich zugleich A l = A 4t und A 2 = A Z mache: 

*i=*K *) *i ( n +i)( w + 2)...«n \x — 1/ [j i.j(j-l)\ 2 / 

(n-l)n(n + l)(fi + 2) ( x — 1 \« _ , (n + l)(n+2 ) -2n ( x - l \» \ 

"+" l-2.j(i-l)0-2) \ 2 / ■•'■"T^ x > j(j_ l)... (3- M ) \ 2 //» 

L 

-*4— t ') ^i ( M +i)( M + 2 )...2n U-l' \j l.JO'+l)V 2 / 

(n-l)n(n+l)(n + 2) /a: + 1\2 __ (n+l)(n+2)-2n /f+lV»! 

8 (n+l)(n + 2).-.2» Vr+1/ { J ~*~ IjO'-I) V 2 / 

(*-l)n(n+l)(n + 2) / * + A » , , _ (n+l)(n+2)--2n /a; + 1 \» | 

"■" i.2-i(i-l)(J-*) V 2 / "•"'•'■" f "iÖ-l)Ü-2)-..(i-fi)V 2 /j' 

F 2 n A i(i+l)(i+»)-(i+n) / a?-l \2f 1 »(n + 1) / j?-l \ 

8=1 ^ (n + l)(n+2)-2n Vc+l/ j j "*" l-jtf+l) \ 2 / 

(n-l)n(n+ IX* + 2) /a^JL\ 2 J^l)<5+ 2 ) -2n /a; — l \n * 

+ 1.2-i(i+l)'y+2) \ 2 / +""'+Jü+i)( i ,-+2i...ü+»)\ 2 /)' 

Berücksichtigt man die Werthe, welche P n {%) und die Differentialquotienten 
JP r n (x)== — -*~ , P»(a;) = g ^ a , etc. etc. för x = l annehmen: 

P m_i dw,n_ «(»+*) P ^/^^ ( n ~ Dn(n+l)(n+2) 

r n^ ! » ^»V 1 ^ g » -** v 1 / 2.4 ' 



(37.) 



pO) m = (»— i+l)(*— J + 2)-"-(n+j) 

so erkennt man, dass die erste der Formeln (37.) auch so geschrieben wer- 
den kann: 

(88.) r, - (- 2) " a ici rf ff"? " (j - n) (*' - tM<Z=£± p. (i) - <£ - 1)- ;; ' J*.(i> 

v ' » ' * (n+l)(n+2).-2n v l J * j(j — 1) 

/P (*)d* 
n t 

darstellbar ist. Durch partielle Integration erhält man nämlich: 



— 24 — 

J* P m (z)dz {x-z)~ J (x — s)~ j + l 

(*-*)> +1 i iü-i) 

Dieser Ausdruck verschwindet, weil bei unseren gegenwärtigen Betrach- 
tungen j>n, und P n (z) von der w ten Ordnung ist, fttr # = oo; so dassrman 
also erhält: 
i 

+ jgf ^ W - • + (- ^TjdyÄrW* f <■' • 

Mit Rücksicht hierauf aber folgt aus (38.): 

7 (n+ l)(n + 2)- --2n v (# — *y + 1 

In ähnlicher Weise kann T nj (x) = Y % behandelt werden. Beachtet 
man nämlich die Formeln: 

P„(-i)-(-ir, p;(-i)-(-,)— SfiLfc», ^ ( _ 1) . ( _ ir+ -J»^)«fe±«C»±fi f 



p(i) ( __ X ) _ ( _ t) n +j (n— J + l)(»— J + *)'" (» 
* 2 • 4 • 6 • • • 2j 



+j) 



so kann der Ausdruck Y t in (37.) folgendermassen geschrieben werden: 

(42.) *,-( 2)^, (m + 1)(h + 2) .. 2m l* l) \ j ^ l) jy-i) *•< 1} 

und hieraus folgt mit Rücksicht auf (39.): 

(48.) T n) (x) - Y t - (- 2)M, "'— -^— ~-— ■ (*• - 1) * / - - ?- V - +T , (i > t») • 

J (w + l)(n + 2)--2n ^ (# — s)> + 1 

Die Formeln (41.) und (43.) haben zwei Voraussetzungen, nämlich 
ausser der Voraussetzung j>n, noch die, dass der Integrationsweg die 
Stelle z = x vermeidet. Ist also z. B. x reell und grösser als 1, so wird 
die Integration auf reellem Wege von — oo bis + 1 resp. — 1 stattfinden 
können. Ist ferner x reell und zwischen und 1 gelegen, so kann die 
eine Integration von + oo ■ bis + 1 , die andere von — oo bis — 1 aus- 
geführt werden. 



I 
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Diese eben bezeichneten reellen Wege sind stets zulässig, wenn x ima- 
ginär oder complex ist. Im Allgemeinen aber hat man z auf einem com- 
plexen Wege aus dem Unendlichen bis + 1 resp. — 1 fortschreiten zu lassen. 

§ v. 

Direoter Nachweis dafür 9 dass die für 8 n j(x) und T nJ (x) gefundenen begrenzten 
Integrale der betrachteten Differentialgleichung Genüge leisten. 

Wir wollen das Integral betrachten: 



1 j'P n (z)d* 



unter der Voraussetzung, dass die (complexen) Grenzen a, ß unabhängig 
von x sind, und dass der Integrationsweg die Stelle z = x vermeidet. Als- 
dann ergiebt sich durch Differentiation: 

(2.) = __ + (,+ i)(*i_i) 8 jij + 1 

a 

oder, was dasselbe ist: 

■ 

3 



j * K ir • ,xT / tf + 1) (i*' + 2 **- Cl +2)) *.(*)g* 



(3.) 

#* — 1 £ (ar — r) J 

oder, was dasselbe ist: 



;* — 1 ' x ' t/ oz 



(4.) = ^i_ + (a; *_ 1) * / _j J __xrj.j> iW a, > 

wo zur augenblicklichen Abkürzung — ^-^r,. = U gesetzt ist. Diese Formel 

{x — zf 



d ( 3U dP n (i)\ 3 \(ß* ~ ») äJ j » ((** ~ 1) — ; 97- ) 

s -[V-l)P n <AT S --V t -l)U— £-!■)- — €±ip (,)__: '* 

o*\ 3* 0* / et ■ n cz 



aber gewinnt mit Rücksicht auf die identische Gleichung: 

g, P n {z)-n{n + \)P n (z)U, 

und mit Rückblick auf (1.) die Gestalt: 

Neumann, Kugelfunctionen. I. 4 
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Das letzte Glied rechter Hand nimmt, felis man für U seine eigentliche 
Bedeutung substituirt, die Gestalt an: 

L (x—z) J+2 Ja' 

und wird also, weil j>n sein soll, verschwinden, sobald man a = oc und 
gleichzeitig ß = + 1 oder — 1 setzt. Somit folgt aus (5.) : 

(60 — ~ ^i-4^- + n(n + l)ir. 

ox x % — 1 ■' v ' 

Hiemit ist dargethan, dass das Integral (1.), falls man darin « = oo und 
ß = + 1 setzt, eine particulare Lösung der betrachteten Differentialgleichung 
(Seite 9) repräsentirt, vorausgesetzt,, dass j>n ist. 

§ 8. 

Bestimmung der in S n j(x) und T nJ (x) enthaltenen oonstanten Faotoren. 

Aus der schon früher [(35.), Seite 22] getroffenen Festsetzung: 

ergab sich: 

(2.) -4 — -4,; . 

und es handelt sich also nur noch um den gemeinschaftlichen Werth von 

A l9 A 2 , wozu ebenfalls die Festsetzung (1.) die Mittel darbietet. 

Substituirt man nämlich in (1.) für S nj (x) und T nj (x) die Werthe 

(41.), (43.), Seite 24, so wird: 

+i -i 

' (n + l)(n + 2).-2n U/ (*-*) J+1 ./ (*-*y + 1 J 



00 00 



oder, falls man die beiden Integrationswege von oo bis zum Punkt — 1 

miteinander zusammenfallen lässt: 

+ i 

-1 

Hier nun ist für (?„,(#) derjenige Werth zu setzen, durch welchen diese 

Function in der Einleitung (Seite 2) definirt wurde, nämlich: 

+ i 

(5.) «„(*)- a-*") f -^=h.(i-xy / - n -^-. T1 , 

' Cx J J J (x — z) J + l 

-1 
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wo 

(6.) &, = (-l)'(l-2-3. j). 

Somit folgt: 

wodurch der Werth von A x = A 2 bestimmt ist. 

Mit Rücksicht auf (7.) nehmen nun» die Formeln (41.), (43.), Seite 24, 
sowie die Formel (4.) des gegenwärtigen § folgende Gestalt an: 



+ i 



(8.») 



4 rp n (z)dz 

^(^«y^Ä^l-xVj-^-— [ , 0>n), 



{X — z) J 

oo 



-1 



(8.*) r„ y (*)- r a = ^(l-.^ 2 / 7-—J+T. Ü>»). 

' */ (# — *) 



00 

+ 1 



(8. c ) 



-i 



Bemerkung. — Zwischen # n/ (#) und T„ y (a?) findet eine einlache Be- 
ziehung statt. Setzt man nämlich in (8. a ): x = — £ und * = — £, und 
beachtet, dass P n (—£) = (— 1)» P n (£) ist, so folgt: 



-i 



d. i. mit Rücksicht auf (8. b ): 

^(^-.(-ly^r.,«), 
oder, weil £ — — x ist: 

(9) ^ (*).-(- 1)^ +« 2^ (-*), U>n). 

Mit Rücksicht auf diese zwischen S nJ und T wy vorhandene Relation kann 
die Formel (8.°) auch so geschrieben werden: 

(10.) Q nJ (*) - S nJ (x) - (- 1 )> + " S w , (- «) , ü > ii) , 

oder auch so: 

(io.») Q nj (x) - (- iy + ■ r n , (- «) - r n . (*> f u>n). 

§ 9. 
Weitere Betrachtung der für S nJ (x) und Tnj(x) aufgestauten bestimmten Integrale. 

Die Ausdrücke für Y l9 Y 2 , Y 3 , Y A (Seite 18 und 23) geben eben so viel 
verschiedene Ausdrücke für die Integrale: 
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ß!!% und ß^L 



00 00 



(n.) 



vorausgesetzt, dass j>n. Setzt man nämlich in (8. a > b ), d. i. in 

r\ fr) 8m ^ r, 

00 
CO 

für 1^=1^ und r 2 -=F 3 die Werthe, Seite 18 und 23, und beachtet, 
dass nach (7.) 

h J (n + l)(n + 2)...2n J 

(12.) A l ^A % ^A i ^Ä A 3 — = 1)* 

<-*)" jü-i)ü-*)--ü-»> 



ist, so erhält man einerseits: 



^p n (z)dz 



(* 



J* ±* n {Z)0Z 
.—r = (vorausgesetzt: j > n) 
(* — jry + x 

oo 

J. jl n(n-fl) /s—l\ , (n— l)n(n+l)(n +2) /.r--l\2 _ 

— iy f i lj(i— 1)V 2 / 1.2.jO-l)(i-2) \ 1 / 

_ i f ^n(n+l)(7i + 2)-2n /x^l\n\ 

""^ } ju-D-u-n) v 2 /}• 

(j+l)(j +*)"(i+ *) 1 |i __ n(n+ l) /* + Iv (n-l)n(n +l)(n+2) /^+1\2 __ 
(i-l)Ü-2)..(.;-n)(a;-iyO- l-j(;+l)\ 2 / l-*-iü+l)0+*) V 2 / 

__ ,, . w (n + l)(H+2)-.2n Ac + l\», 

""^ } iü+o-y+») \ 2 /}' 

(-l)»(n+l)(n+2). .2n 1 j „ s n( ^"^ te d>-i . oi^-^i^^'-n+l), 1) — 

2 n i(i— l)*-0'-w) {x—\)>\ 1-2» 122n(2n— 1) 



„„ + (.!)• 0-D(y-»)»ü—)i 






(H-t-i)(«+2)--2« r 

(-!)_» (n+l)(n+8).-2n _ _J_| (a . + 1) * _ 2 <Lr^ (a . p»-» , ., *("-*) 0+»)0+*+l) (:c ■ iy -t 
2» ; '(i— 1)---0— w)(or— iyi 12n l-2-2n(2>t— 1) 

_ 4-r-n»°'+ DO+2). -ü+fi)i 
"^ ; (»+i)(m+2)..2» r 



und andererseits: 



i 
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(14.) 



I 7 Tl =s (wiederum vorausgesetzt: j>n) 

,/ (x — z) J + 

CO 



1 (1 , n(n+l) /^_+l\ , (n — l)n(n + l )(n+2) ak + l v 

(Ä+iyii l-jy— i)V 2 ) i.2.ju-i)(j-2) \ * ) 



4_ 4. (* + * > (*_+ 8)"8n ( x + 1 \* | 



= ( _ 1)n (i4-iyj+8)-(i-M) _i_ (I + n(n + l) /*-l\ (n-l)n(w+l)(» + 2) ae-1\2 , 

(n + l)(n+2)--2n /#~_l\ n 1 

+ "" + "iC;+i)"(i+«) ^ 2 / /' 

(— l) w (n+l)(w+2)..2n 1 



2 n i(j-l)"Ü-n) (*+ 



_J ( * +1) « + 2«<^(* + ^ 

l/l l-2n l-2-2n(2n — 1) 






~ t ~ ~ t ~ (n+l)(,n + 2;--2» j ' 

(-l)"(n+l)(«+2) -2n 1 f . q"(.?+") (t 1} — i . .. *(«-l)(H-w)C^f»-l ) (j; iy .-t ■ 

2" i(i— 1)--Ü— »)(*+iyi 12m l-2-2«(2n— 1) 

. , .■ (/+ixy+»)-o , +») i 

^ " r (n+l)(n+2;-2M } ' 

Aus der zxctiten Formel (13.) und der zweiten Formel (14) ergeben sich 
die specielleren Formeln*): 

, x . V^MO" \ (-1)' (j+l)(j + 2)..(j + n) 



x -l 



z ! *' J0-l)0'-2)..0'-n) 



/ x ( ? P n&d*\ (-0* Ü+l)0 + »)--Ü+n) ' x 

(16.) I I —^ I « _ 0>n). 

Vg/ (*-*y + l A_ +1 2; j(j-i)o--2)..o--") 



Desgleichen folgt aus der ersten Formel (13.) und der ersten Formel (14.): 

+ 1 

(17.) 



( * r lp n(*) dz \ 1 



CO 

-1 



( i8.) I ( * + iy / -^n ) = - A ü> *) . 

Ersetzt man in (15.), (16.), (17.), (18.) die begrenzten Integrale durch 
die Functionen S Hj , T nj (8. a » b ), so folgt mit Rücksicht auf (6.): 

*) Die Werthe der Integrale (16.), (16.) für x = ergeben sich am Einfachsten vermittelst der 
im folgenden § anzustellenden Transformation. 
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(19.) ((— -) S (x)\ =-j — — — -*-— -, 0>"), 

\\1 — xV ' Jz=-i 2* J(j— 1)0 — 2)--0~n) 



(20.) 



(21.) 



(22.) 



5 



\\1 — xV J /*«+i 2> jO — i)0— *)--0 — ») 

((1 -*•)"■ <8^(*)) xi- + l - ^(l-2-3..(i-l)), ü>*). 

(tt-*y r^(*))^ i -(-i)» + ^(i.«.8-..ü-i)) l y>n). 



Bemerkung. — Mittelst der Formeln (15.), (16.), (17.), (18.) ergeben 
sich aus (13.), (14.) mehrere identische Relationen zwischen ,; und w, so 
z. B. folgende: 

(ZH ^ £+ t)fj+8)--C/+^ n(n+l) , (n-l)n(w + J) (n_+ 2) 

* ' 6-l)0'-2)..(i-n) Ä ^i.(j-l)^ 1.2.ü-l)(j-2~) "*" 

T24 ) (J L+ 1} Ci+ »)'-(J + w) _ « , »CJ-») , (n-l)nQ-n)(j-n +l) 

* '' (,n+ l)(n + 2).--2w "*" 1 • 2n "*" 1.2-2«(2n — 1) " 1> 

Es folgt nämlich (23.) aus (15.) und der ersten Formel (13.); andererseits 
(24.) aus (15.) und der dritten Formel (13.), Diese Relationen (23.), (24.) 
sind offenbar identische, also nicht mehr gebunden an die Voraussetzung j> n. 
Zweite Bemerkung. — Offenbar ist: 



(26.) 



OD OD 



+ A + t ' 

< 26) avJ(^^- ( - , ^+^ + ^" ü+ *>/^V--- 

OD 00 

Aus (25.) und (15.) folgt: 

(871 /_£_ ? p »^ a ' \ ^ (- i) y (.; + 1 ) U+ 2) • • • U + h + n) 



00 

ferner folgt aus (25.) und (17.): 

+ 1 
/ . . . a* 

(28.) 

\ X 

x oo 

ferner folgt aus (26.) und (16.): 

-i 



( <^k d h r p n( z )d 2 \ 

l(x-l)* + h — Ä (_i)* - + 1) ( i/ + 2) ... (i + Ä _ 1)j y >w) . 

y dx n J (x — zy + l Jxz=+i 



Va.r*J(a:-^ + 7.-+t 2> + A ü + Ä )ü+ A _i). .(,■ + *_»)' U ^ j ' 
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endlich folgt aus (26.) und (18.): 

(80.) ((a+iy + A-ii |_=^__ i ^ = (_i)--» (>? - + i) 0+ 2)...0- + Ä-l) 1 0>n). 

QO 



[30.) (tf + l)'**-^ /_!L_^ =(-l)" + A , + l)(i + 2).--Ü + 

\ tfx'V (# — *)' /*=— 1 



§ 10. 

Darstellung der Functionen S n j, T nJy Q nj durch eine andere Art begrenzter Integrale, 

welche die der zweiten Gattung genannt werden mögen. 

Durch partielle Integration ergiebt sich: 

/ 

(31.) J{x-z)S- 1 P H (z)dz=. 



wo P^ (z) für — ? steht. Der hier auf der rechten Seite in den eckigen 

Klammern enthaltene Ausdruck verschwindet fftr z = x, falls nur j > ist. 
Unter dieser Voraussetzung gelangt man daher, indem man a = x und 
ß = — 1 oder +1 macht, zu folgenden Formeln*): 

(vorausgesetzt : j > 0) 
-l 

f(x-z)J- l P(zYcz- f-l V + J £--tl£ ! i _ Ü-<!L+ !> (?±A + (n-l )n(n+l)(n+2) /*+ 1 \» 
J(* m) P n {z)CZ-{ 1) ^ |1 1-0 . +1) ^ 2 ;+ 1.2.0+1)0 + 2) VT«"/ 

X • 

_ ,, ./ ... '(w+l)(n + 8) — 2n /x+l\»\ 

( 32.) ; Ö + l)Ü'+2)-0 + »i)\ v 2 ; /» 

+ l 
C(x -zV^P (z) dz - - { £^L\x + n(n+l)/x-A (»-l)»(n+l)(»+«) /«- lV 

Hieraus folgt durch Vergleichung mit der zweiten Formel (13.) und der 
zweiten Formel (14.): 

(vorausgesetzt: j>n und j>0) 

(x+iyj^ * (j + i ){ j +i) ..(j + „y J (.x-z)> + 1 ' 

(33.) ' " 

v ' +i -l 



=!)■!! A, _ zi - « p„ w a, = tf-JLCi- d^ü-z«) c + lV TJ^i 
:*-iy J o'+i)0"+2)-(j+n) v T J (x-zy+ i 

X 00 



*) Vergl. die auf Seite 23, 24 für P n (1), P' n (1), ... und P n (—1), P^ (— 1), • • • angegebenen 
Werthe. 
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Vermittelst dieser Formeln erhält man für die Integrale rechter Hand fol- 
gende Ausdrücke: 

(vorausgesetzt: j>n und j>0) 
f — - => (— 1) + r f (x — zy P„ (z)dz , 

CO X 

CO * 

Substituirt man diese Ausdrücke (34.) in den Formeln (8. a » b » c ), und nimmt 
man dabei Kücksicht auf die Bedeutung von h, (6.), so folgt: 

(vorausgesetzt: j>n und i>0) 

L -i 



rP n {z)dz NW + 1 ü+i)ü'+2)-.(i+w) 1 /• xi _ lÄ/x 



(36.) 









n ^ v/ v y — l)(j — 2)--(j— n) \1— a?v J v : nW 



Nun ist nach (1.) : # ni (#) = — (T n> (#) — S nj (#)) . Lasst man also die beiden 
Integrationswege in (35.) längs der Strecke oo . - . • — 1 miteinander zusammen- 
fallen, so folgt: 

(vorausgesetzt: i>n und j>0) 

L +i 

(so.) QnJ (*) - ( - vr u ^^u- ^ (i~i?) *ß* -*' 1 p n w « • s 

wobei zu bemerken, dass sowohl in (35.) wie in (36.) der Zahlenfactor 
(- — vi* 11 2V-T -n) ^ r w = in (1 . 2 • 3 • • • j) sich verwandelt. Die begrenzten 
Integrale in (35.), (36.) mögen, zur Unterscheidung von den früheren (8. a » b » c ), 
als Integrale zweiter Gattung bezeichnet werden. 

§ n. 

Nähere Untersuchung desjenigen begrenzten Integrals zweiter Gattung« durch 

welches die Function Q nJ dargesteUt ist. 

Die Formel (36.) scheint nach ihrer Ableitung den beiden Voraussetzungen : 
j>n und j>0 zu unterliegen. Wir wollen untersuchen, zu welchen Re- 
sultaten diese Formel führt, wenn wir jene Voraussetzungen verlassen. 



— 33 — 
Macht man zunächst j = 0, so nimmt die Formel (36.) folgende Gestalt an: 

-1 

was mit der Definition von Q n (x) übereinstimmt. 

Setzt man ferner: j<n, d. i. i = 0, 1, 2, ••• n, oder, weil der Fall 
y = bereits absolvirt ist: 

(38.) i-l,*,..-!!, 

so nimmt die rechte Seite der Formel (36.) die Gestalt -£- an. Denn es 
enthält jene rechte Seite den Divisor (j — 1) (J — 2) • • • (j — n), und den 

Factor f(x — z)*' 1 P H (z)dz, welcher, wenn j der Voraussetzung (38.) ent- 

spricht, gleichfalls verschwindet*). 

Um diesen Werth £ zu bestimmen, setzen wir: 

(39.) J-P + «, 

wo p eine der Zahlen 1, 2, ••• n vorstellen soll, während « irgend einen 
zwischen und 1 liegenden Bruch repräsentiren mag, der beliebig nahe 
an herangedrückt werden kann. Alsdann ergiebt sich für Binom (x — z) J " 1 
eine unbegrenzte Reihe, welche fortschreitet nach den aufeinanderfolgenden 
Potenzen , **, z* 9 z 3 , Substituirt man diese Reihe in das zu be- 
rechnende Integral (36.): 

+ i 

(40.) TT« /(«-^P.W?!, 

-l 

so feilen sämmtliche Glieder fort, welche den Potenzen 3°, z l , z*, • •• z n ~ l 
entsprechen**), desgleichen sämmtliche Glieder, welche mit den Potenzen 
s n+1 , * w+s , z n +\ .... behaftet sind***). Somit folgt: 



*) Entwickelt man nämlich das Binom (x — z) j ~ x nach Potenzen von z, so erhält man, falls 
j der Voraussetzung (38.) entspricht, nur solche Potenzen von z f deren Exponenten kleiner als n 

sind. Nach bekanntem Satze ist aber 

+ i 

fz q P n (z)dz = 0, 
-i 
falls g = 0, 1, 2, ... (n — 1). 

**) Solches folgt aus dem in der vorhergehenden Note genannten Satz. 
***) Dies folgt aus dem bekannten Satz, dass 

+ i 

fz 9 P n (z)dz = 
-l 
ist, falls n-\-q eine ungerade Zahl vorstellt 

Neumann, Kugelfunctionen. I. 
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+i 



yr ^ ff.» , O'-n-DO-w-a)*»*' Q- >t -i)(,/-»-2)(j-w-3)Q--tt-4),g l '+* \ 

'J \ "•" (n+l)(«+2) ** "•" ( w +l)(n+2)(n+8)(»+4) *« -l—J *.«"•* 

-l 

oder kürzer geschrieben: 

ur /f TT» I ( *~ tt-l)(J-tt- «) 1 Trn + > , (i-^-l)(i— »— 2)(j-n-3)L;-n-4) 1 w + 4 1 

wrmm f\ fr n'r (n+1 )( w+2 ) x* * "*" (n+l)(w+2)(w + 3)(n+4) x A • T"J, 

wo f und TP* die Bedeutungen haben: 

■ 

f ( n n U — DU — 2)---(j- : n) #_,-i 
+ 1 

-i 

Zwischen diesen Integralen TFj[ finden die Relationen statt: 

rrrn+2 (n+l)(n + 2) n 
* 2-(2n + 3) »' 

yii+4 ^ (» + *)(» + » U » + 8) (n + 4) , 
n 2.4.(2n + 3)(2n + 5) •' 



wi-n« = (n + 1) (n + 2) ■ • ■ ■ (h + 2g) w » 

* 2.4..2g.(2n + 3)(2n + 5)--(2n + 2g + l) «' 

Somit folgt: 

/am ur fH'"fi l (i-»-l)(i-»-*) * (i-«-i)(j-n-2)(j-n-3)(j-n^) 1 , 1 
(41.; W— /ir.p-f- 2 .(2n + 3) *• "*" 2-4^2n + 3)(2n + 6) ä? + '"r 

Was endlich das Integral W n n betrifft, so hat der Werth desselben eine 
verschiedene Form, jenachdem n gerade oder ungerade ist. Und zwar er- 
halt man für ein gerades n: 

fw«~((- iv Cy-*)(i-»)"(i-») aj-n-i) ( 2 2-4---» \ 

' ' n V ; l-2-.n A (n + l)(n + 3)..(2n + l)/ ' 

andererseits für ein ungerades n: 

' » V ' l-2-.n / V (n + 2)(» + 4)..(2n + l)/ ' 

folglich im einen wie im andern Fall: 

(«.) / r: - (- d- • **>- 1 u z?!i~%n+7) u) ■ 

Somit ergiebt sich schliesslich, wenn man (42.) in (4L), und sodann (41.) 
in (36.) substituirt: 
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2 
X 



t , (j — n — l)(j— n — 8) J_ (i - n - 1 ) (i - n - 2) (j - n - 3) (j — n - 4) 1 



i +•■••} 



2-(2n + 3) x* ' 2-4-(2n + 3)(2n + 5) a: 4 

Diese -fittfcwieklung ist aber identisch mit der auf Seite 13 gefundenen. 

Durch die Betrachtungen des gegenwärtigen § ist also bewiesen, dass 
die Formel (36.) nickt gebunden ist an die Voraussetzungen j> n und j > 0, 
sondern allgemein gut für jeden hdiebigen Werth von j. 

§ 12. 

Nähere Untersuchung derjenigen begrenzten Integrale «weiter Gattung« dureh 

welche die Functionen S nJ und T nJ dargesteUt sind. 

Die in (35.) fttr S nJ und T nJ gefundenen Ausdrücke besitzen, abgesehen 
von gewissen constanten Factoren, die Form: 

£ ±i 
(44.) F - (f^l) *J(fi -tf- l * u V)dM, 

x 

sind aber nur unter der Voraussetzung entstanden, dass j>n und j>0 
sei Dieses Y wird also unter der eben genannten Voraussetzung ein par- 
ticulares Integral der betrachteten Differentialgleichung (Seite 9) vorstellen. 
Ich werde nun nachweisen, dass solches allgemein stattfindet, einerlei ob j 
grösser oder kleiner als n ist, atisgenommen im Fall j = 0. 

Aus (44.) folgt, falls j>2 ist: 

±i # ±i 



dx 

(1 



-^_ fr x -z)>- 1 P n (z)dz+ 3 ~\ A 

-*•)*«/ (1— «V -1 J 



und nach einigen Reductionen: 



m ( (1 - **> ü) - S~« + ~ i-J 7 T (x ~ ^" 5 ( (i - a) (i - o + 2 (* - *) *) a w a « , 

(1-X*)*J 



X 

+ 1 

i 8 r 



(1-X*)*J 



x 



wo Z7 zur Abkürzung steht für (# — #y~ l . Diese Gleichung verwandelt 
sich, wenn die rechte Seite partiell integrirt, und ftlr g- ( (i — *•) -g-5. J sein 
Werth: — w (w -f- 1) P n (*) ' substituirt wird, in: 

5* 
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Bei ^ Bildung dieser Formel ist j>2 vorausgesetzt worden, um die Differen- 
tiation nach der untern Grenze des Integrals (44,) unberücksichtigt lassen 
zu können. Unter derselben Voraussetzung j > 2 verschwindet aber die 
rechte Seite der Formel (45.), Es wird also für j > 2 die Formel (45.) 
identisch mit der betrachteten Differentialgleichung (Seite 9). Folglich ist das 
vollständige Integral dieser Differentialgleichung für j>2 darstellbar durch: 

-i +i 

(46 .) Y %—- f{x- g y- 1 P n (z)dz+ N . f(x-z) J - l P n (z)dz, 

(i -*■>«•/ (i -*■)■«/ 

X X 

wo M, N willkürliche Constanten sind. 

Wenn j = 1 oder =2 ist, wird die rechte Seite der Formel (45.) eine 
unbestimmte Grösse, deren Werth von Gliedern von der Form 0° abhängt: 
und Aehnliches findet alsdann auch statt bei denjenigen Gliedern, die aus 
der Differentiation des Integrals (44.) nach seiner untern Grenze entspringen. 
Die directe Ermittelung des wahren Werthes all 1 dieser Glieder von der 
Form 0° erschien mir bedenklich. Ich vermeide sie durch einen indirecten 
Weg, indem ich in jenen Fällen y=l oder =2 das Integral Y (44.) 
weiter entwickle, und dann erst dieses entwickelte Y in die zu betrach- 
tende Differentialgleichung (Seite 9) substituire. 

Erster Fall: j=l, mithin: 

+ i 






Y 1 — r I P n (z)dz. 

(1 



Hieraus aber erhalt man sofort, weil P„ (z) = - ,---_r-^ ^ u 1 — **) — 4j- ) ist: 

1)(1-.*»)*L cz J* 



n (» + 



4 i. r-fi^!5i« 



(47,) ~ # ** ~ n(w + l) dx 



Dieses Y genügt, wie man leicht erkennt, der betrachteten Differential- 
gleichung (Seite 9), wenn in derselben i = l gesetzt wird. Somit ist be- 
wiesen, dass der Ausdruck (44.) auch für j=*l ein particulares Integral 
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jener Differentialgleichung ist. — Nur in dem besondern Falle w = 0, wo 

d P (x) 

— -— = 0, mithin der Ausdruck Y (47.) gleich ~ wird, ist dieser Beweis 

G X v , 

unzureichend. Wird aber j—1 und n = 0, so nimmt "der Ausdruck Y (44.) 

die Gestalt an: 

+ i 



(1 - xtf J 



woraus sich ergiebt: 

(48.) - r -Ü=5, 

(1 — xrf 

ein Ausdruck, welcher in der That der betrachteten Differentialgleichung 
(Seite 9) für j=Vl und w*=0 Genüge leistet*). 
Zweiter Fall: i = 2. Alsdann ist nach (44.): 



+ i 



(49.) Y = -j /(*-«) P_ (z)dz. 



Um dieses F näher zu berechnen, sei bemerkt, dass 



/'• 



1 g* , 

(z) dz = t — 7-—. P n (z) 

>w m (n + 1) * 



ist**), wie* sich solches leicht ergiebt aus der bekannten Differentialgleichung 
für P n . Hieraus folgt sofort: 

± l 

v ' J » (n + 1) w v ' 



« 



Ferner ist, wie leicht zu verificiren: 

zP » {z) Ä 2^T"i ( w p -i w + (w + 1} p »+* w ) • 

woraus durch Integration und mit Rücksicht auf die Differentialgleichung 
für P n , resp. P n _ l und P n+1 sich ergiebt: 

*) Demgemäss wird also der mit den willkürlichen Constanten M > N behaftete Aufdruck: 

y _ M(l+x) + N(l-x) 

(1— **)* 
das vollständige Integral sein für die Differentialgleichung: 

**) Hier ist, wie auch ichon früher gelegentlich geschah, P (z) für — * gesetzt. 

C z 
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( ß .) ^p,w^-- (iw+1) ; B "_' , 1)(w4 , ii) ((''+8)p',-iw+("-')Ct(4 

Ferner ist, wie wiederum leicht zu verificiren: 

(» + 1) K-i W + "K +l (*>- (2n + 1) « P', (») , 

woraus durch Summatiou folgt: 

(y.) (n + 2) P' n . t (*) + (n - 1) P'. +1 (f) = (2n + 1) (* P^ (■) - P„ (*)) . 

Durch Substitution dieses Werthes (y.) in (ß.) folgt: 

(*.) jzp n ^dz — (w J~f +2) (**;,(*) -*.(*)), 

mithin: 

+ i 

ar 

Nunmehr folgt durch Subtraction der beiden Formeln («.) und (*.): 

+ i 

C) j (,-*)P,<,)0*- __-_(_-?_- P. (*)) , 

oder, mit Rücksicht auf die bekannte Differentialgleichung für F n : 



+ i 

(1 — a? 8 )» w > 

(n — l)n(n + l)(n + 2) 



fo.) f(*-x)P n (*)d*= /— ^I^Im^^ P '»W • 



Somit resultirt f&r F (49.) der Werth: 



(60,) Ysa3 (n- I)n(n+ 1) (n + 2) • 

oder, was dasselbe: 

— P n f i(*) 
(51,) r s (n — l)n(n + I)(n + 2) 5 

wodurch erwiesen ist, dass der allgemeine Ausdruck ¥ (44.) awcÄ für ,7 = 2 
ein particulares Integral der betrachteten Differentialgleichung (Seite 9) vor- 
stellt. Unzureichend ist der Beweis nur in den Specialftlllen, dass w = 
oder = 1 ist, weil alsdann der Ausdruck (50.), (51.) die unbestimmte Form -£ 
annimmt. Diese Fälle n = und n = l bedürfen daher einer besondern 
Untersuchung. 

Special fall: j = 2, w = 0. Alsdann ist nach (44.): 
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ih?J &-*>**> 



(62.) d. i. Y 1^^; 

woraus folgt, dass der allgemeine Ausdruck Y (44.) auch in diesem Fall 
der betrachteten Differentialgleichung (Seite 9) Genüge leistet. 
Special fall: j = 2, n = l. Alsdann ist nach (44.): 



(63.) 



41 '-- CrX-3 C4-*) <*» - Cr±-3 C-f 5 ) . 



woraus folgt, dass der allgemeine Ausdruck Y (44.) auch in diesem Falle 
der betrachteten Differentialgleichung (Seite 9) Genüge leistet 

Resultat. Aus den eben angestellten Untersuchungen geht hervor, dass der 
Ausdruck Y (44.) für alle Werthe von n und j der betrachteten Differential- 
gleichung (Seite 9) Genüge leistet, ausser im Falle j = 0. In der That haben 
wir den Fall j=*0 unbeachtet gelassen, und zwar deswegen, weil der Aus- 
druck Y (44.) in diesem Falle unendlich gross wird. 

§ 13. 

DarsteUung der Functionen P n j vermittelst der begrenzten Integrale 

zweiter Gattung. 

Unter den begrenzten Integralen zweiter Gattung haben wir folgende 
verstanden [vgl. (44.)]: 



(54.») y - (j^s) * J (* - *y -1 P n («) & 



L -l 

X 

L +i 

(54 *) Y = (l~=b*) 2 J {X " ti' 1 P « W dZ » 



von denen das eine f ür x = — 1 , das andere für x — + 1 verschwindet. Dass 
sich vermittelst derselben die Functionen S Hj , T nJ , Q nJ in einfacher Weise 
ausdrücken lassen, ist bereits in (35.), (36.) gezeigt. — Wir wollen nunmehr 
zeigen, wie sich vermittelst derselben auch die Functionen P nJ darstellen 
lassen. Dabei werden wir uns auf denjenigen Spielraum beschranken, 
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für welchen diese Functionen P nj definirt sind, d. L auf den Spielraum 
j<n. (Vgl. die Einleitung, Seite 2.) 

Da P nj (x) für x = — 1 verschwindet, so ist P nJ (x) gleichwerthig mit 
dem Integral (54 a ), zufolge des Satzes I (Seite 9). Ebenso ergibt sich die 
Gleichwertigkeit von P nJ (x) mit dem Integral (54 b ). Folglich hat man: 

L -i 



p »j(*) = *(jr=^y j\*-*V- l Pu(')* 



(55.) 0'<:w). 

L +i 



*«&)-* (ph$* f&-#~ lp *® d 



z . 



Zur Bestimmung der noch unbekannten constanten Factoren a und ß multi- 

pliciren wir diese Formeln mit (1 — #*) * , und setzen sodann x = + 1 res P- 
— 1; wodurch sich ergiebt: 

((1-*V^W) -« C(x-z)i- l P n (z)dz, • 

+ i 

J + l 

fol-x^ r nJ <p)\ ^-ß C(x-z)*- l I> n (z)dz. 

-1 

Substituirt man hier für P nj {x) die Werthe aus den beiden letzten Formeln 
(31.), Seite 21, andererseits für die Integrale rechter Hand die später, näm- 
lich auf Seite 31 gefundenen Werthe (32.), so erhalt man: 

also schliesslich: 

,„ w . ,_ „»■ fc=i±a^±a^±a ( r _! v ) y ;« - *-■ p. M ». . 

(66.) * (j<»0- 

X 

woraus beiläufig folgt, dass die beiden Integrale rechter Hand für j<n 
unter einander identisch sind. 
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§ 14. 
Ableitung einiger Hülfsformeln. 

Behufs der in den folgenden §§ anzustellenden Untersuchungen soll 
hier der Werth des Integrals 

(l.) S- Fz^ 1 P n (z)dz 



berechnet werden; wobei zwei Fälle zu unterscheiden sind. 

Erster Fall: n= gerade. Alsdann verschwindet bekanntlich ß für 
j=*l, 3, 5, ••• (n — 1), während gleichzeitig P»(#) die Form hat: 

Somit ergiebt sich: 

oder, Alles auf gleiche Benennung gebracht: 



Aof'+Aj'-' + Atj" 2 + -.. + ^ 



(4<) 8-<±l)' j(j + 2)U + *)-..U + n) 

wo die A 9 ebenso wie die «, unabhängig von; sind. Hieraus aber folgt, weil 
(wie schon bemerkt) 2 fttr i=l, 3, 5, ••• (n — 1) verschwindet, sofort: 

Um den nur von n abhängenden Factor A^ zu bestimmen, betrachten wir 
den Specialfall: j=*oo. Für diesen Fall nimmt die Formel (3.) die Gestalt an: 



^-(i 1 ^ WTJ { "° + *« + ** + • '• + *»)' (fori- 00), 



d. i. nach (2.): 

ß-(±iy^p Ä (i)-(±iy ir ~--(±i) / P (mri-oo). 

Und mit Rücksiqht hierauf folgt aus (5.) sofort, dass A =*l sein muss. 
Substituten wir also in (5.) fttr ß seine eigentliche Bedeutung (1.), so er- 
halten wir schliesslich die Formel: 


Neumann, Kugelfunctionen. I. 6 
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deren rechte Seite, wie man leicht durch directe Rechnung findet, für n = 

den Werth (-j-l)'.i f und rar n = 2 den Werth (±1) J jjj^ anniinmt. 

Zweiter Fall: n= ungerade. Alsdann verschwindet bekanntlich 2 (1.) 
für ,7*5=2, 4, 6, ••• (» — 1), wahrend gleichzeitig P n (z) die Form besitzt: 

(7.) i>„ W - ft *" + fc *•-* + 0. «"-* + ••• + P»-, * • 

Somit ergiebt sich: 

(8.) 8-(±iy +1 f-^ + -r5- 5 +-rt— i +- + M). 

Vn + j'n + j — 2 ' n + j — 4 ' j + 1/ 

oder, falls man Alles auf gleichen Nenner bringt: 

n— 1 "n— 3 n— 5 

-»o/*" + B,jT + **,/" + • • • + Bn-l 

(9,) S " (± 1);+1 0+ 1)0 + 3)0 + 5). ..(j-Hö ' 

wo die B, ebenso wie die /3, unabhängig von j sind. Hieraus aber folgt, 
weil ß fttr i«==2, 4, 6, ••• (w — 1) verschwinden muss, sofort: 

tiO\ n /. t^+lD 0—2) — 4) Q — 6) . ■ . Q — w +1) 

( } *-.<±l) *• ü + i )ü + 3)0>5)..".(j + n) .' 

Um den nur von n abhängenden Factor B zu ermitteln, betrachten wir 
wiederum den Specialfall: i = oo. In diesem Fall ist nach (8.): 

»-(±iy +1 ^(ft + fc + A + --- + ^.i). («toi -oo) f 

also mit Kücksicht auf (7.): 

»-(±ty +l yp,(i)-(±iy +l j, (Mri-oo). 

Und mit Rücksicht hierauf folgt aus (10.) sofort, dass jB =1 sein muss. 
Die Formel (10.) nimmt. daher schliesslich, indem man für ß seine eigent- 
liche Bedeutung (1.) substituirt, folgende Gestalt an: 

±1 

(11.) J *> P.W»i-fcfciy —Q+iyu + S)-U+W'ÜT^^ 1 (n nngerade). 



Die rechte Seite dieser Formel hat, wie man durch directe Berechnung findet, 
far n=l den Werth (+ l) i+l j^, und für n=3 den Werth: (+iy %^,^ + i)- 
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§ 14.» 
"Weitere Hülfsformeln. 

Aus (34.), Seite 32, folgt, wenn man x = macht: 

J z J+1 0- 1)0 — *)-0-n)J 

00 

vorausgesetzt, dass j>n und j>0 ist. Und hieraus ergeben sich mit 
Kücksicht auf (6.) und (11.) folgende Formeln: 

(vorausgesetzt ,; > n und j > 0) 

rP n (z)dz y+i)(y+8)(i + ö)..(i + n-l) 

(13.) / * - (- 1) (± l) J ;— , falls n gerade, 

J * J+ - j(j — 2)0— 4)---0 — n) 

CO 

(14.) - (- 1) <± 1) (i _ 1)(i _ 8) y_ 6) ..y_ fl) . falls * ungerade. 

Was ferner die Werthe dieses Integrals für die Specialfelle w = 0, 2 und 
w = l, 3 betrifft, so findet man durch directe Rechnung 

fürn =» den Werth: (— 1) (± 1) J X , für n — 2 den Werth: (—1) (± 1)> . /."^_* , 

für n=-l denWerth: (— 1) (+1)> +1 -^— , für « — 8 den Werth : (-l)(±l) y+1 ,. ^ 2 ov . 

§ 15. 
Entwicklung der Function S nJ (x) nach steigenden Potenzen von #, falls j> n. 

Nach (8. a ), (6), Seite 27, ist: 

+1 

^(^-(-lya-s-'-jja-* 1 ) 1 / . .^ , o>*), 

CO 

Entwickelt man das unter dem Integralzeichen enthaltene Binom nach 
Potenzen von -, und setzt zur Abkürzung: 



z 

• 1 



rp.{z)de 



00 



6» 
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SO folgt: (immer vorausgesetzt: j>w) 

(16.) *,,(*) -(-1)(1 ■*-./) (i-^ 

Bei Bestimmung der Integralwerthe <r ist nun nach (13,), (14.) zu unter- 
scheiden, ob n gerade oder ungerade ist. 

Erster Fall:- n = gerade. Alsdann ist nach (13.): 

(18) ' (7 -(-1) (J + »>Ci + *)"Ci + « L,. 

woraus sofort die recurrenten Relationen entspringen: 
^•' ^+3. y+i)y + 8 ) **>+*• 

Mittelst (19.) können wir die (16.) enthaltenen Coefficienten: 

durch den ersten G s + X ausdrücken, dessen Werth in (17.) angegeben ist 
Desgleichen können wir mittelst (20.) die in (16.) enthaltenen Coefficienten 

i+ it #,+41 öy+6» ••• 

wiederum auf den ersten derselben: J+S reduciren, dessen Werth in' (18.) 
notirt ist. In solcher Weise folgt aus (16.): 

(vorausgesettt j>n und n gerade) 



(21.) 






(J+l^+S)"^^-*»-!) /. ■ (j + n + l)(i-H) (j+n+l)(j + n+3)(j-n)(j-n+a) , ■ \ 

"" j(j_ 2 )..0'_n) \ 1" LS "•" 1-2-3-4 """"V 

, (J+2)(J+4)"CH-*) /_ ■ 0'+w+2)C;-w+i) . . U+*+VU+"+*)ü-»+iYJ-^+ 3) _. , \ 

Ü— l)Ü'-3)"0'-«+l)V 1-2-* 1-2-3-45 "•" "/' 

wo die Factoren der oberen und unteren Reihe für w = respective j 
und 1 werden. 

Zweiter Fall: n = ungerade. Alsdann ist nach (14): 

,,„, G , 1 , (j + 8)Q- + 4)---(j + n-l) 

v ' • >+8 v '^-^...O-n + l)' 
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woraus die recurrenten Relationen entspringen: 

(25 ° W (j + 2)0' + 3) V* • 

mit Hülfe dieser Formeln (22.), (23.), (24.), (25.) nimmt die Formel (16.) 
folgende Gestalt an: 

(vorausgesetzt j>n und n ungerade) 

8 nJ (*) 

(26.) * 



(i •*-.,/) (i—«V 

CH-2)0'+4) 

(i 



;+2)(j+4)-(i+n^l) / (j + n+1) (j-n) (j+ n +l)(i+n+8)(i-n)(i-n+2) \ 

;'— i)(i— «)"ü— *)\ *•* 1-2-3-4 "*■"/ 

, Q' + l)(i + 3)-Q-+n) / Q-+n+2)(j-n+l) Q- +n +2)(i+n+4XJ--n+l)(j-tH-3) \ 

J(i— 2)--0— n + 1) V" 1 " 1-2-3 "*" 1.2.3-4-5 "T—yt 

wo die Factoren der oberen und unteren Reihe für n = 1 respective gleich 
und ^v- werden. 



§ 15.» 
Entwicklung der Function T nj (x) nach steigenden Fotensen von x, falls j>n. 

Nach (8*), (6.), Seite 27, ist: 



-1 



L r T ($)dz 
.,<*)-(-iy(l.l.B..i)(l-* , ) t / n l t 0>n), 

# y (* — *) 



r..w- 



00 

-1 



d. i. 



\ji*) -{-*)&•*•* '-S)ll-*Y / f -— ■ U>n). 

j ^(i-fr 



OD 



Entwickelt man das unter dem Integralzeichen stehende Binom nach Poten- 
zen von ^-, und setzt zur Abkürzung: 



-1 



(27.) I P » ( ' )8 *_ g , 



/ 



SO folgt (immer vorausgesetzt: j^>n) 

(28.) r^fr)-(-l)(l-»-^)(l-*V^ 

Bei der weiteren Behandlung dieser Formel sind wiederum zwei Fälle zu 
unterscheiden« 
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Erster Fall: »== gerade. Alsdann wird nach (13.): 
ran h - (- i\t* » tf+D(i+«)"(i+w-i) 

woraus die recurrenten Relationen entspringen: 

«,, TT _ O + ** + 1) (J — ♦») „ 

«9\ tt (j + *» + 2)Q- — w+1) 

(82,) ^V + 4 Ü' + 2)0' + 3) J V + S * 

Mittelst dieser recurrenten Relationen lassen sich sammtliche Coefficienten 
H der Formel (28.) durch die beiden ersten ausdrücken, deren Werthe in 
(29.), (30.) angegeben sind; wodurch jene Formel folgende Gestalt gewinnt: 

< 

(vorausgesetzt j>n und n gerade) 

(8 », (■^ i , 

(1 • 2 • -j) (1 — «*) » 

(J+1)(J+»)--(J+w-1) / , < , Q' + * + l) (/-») _. , (J+w+l)Ü-+*»+3)(j-n)(j-w+2) _, , \ 
j(j- 2 ).. (_,-_„) ^+ Hl * + 1.23-4 * +'"/ 

(i+8)(i+*)"(J+n) / ■ CH-»+2)(j-»+l) , ■ (j+n+2)(J+n+4)(j-n+l)(j-*t-j-8) \ 

(/— lXjF— 8) • - Ci — »4-1) V 1-2-3 "*" 1-2-3-4-6 " r ' / ' 

Zweiter Fall: » = ungerade. Alsdann ist nach (14): 

rt 4 ^ h- , „j (j + «)(J + «)"-(j4-»-1) 

(34,) ^ +1 (_) o-_i)0--3)...(i-n) » 

ras 1 1/ = (- 1)> + * Q'+ 8 )( J + 5)---Q- + n) . 

woraus dieselben recurrenten Relationen entspringen, wie in (31.), (32.). 
Mittelst dieser Relationen nimmt die Formel (28.) folgende Gestalt an: 

(vorausgesetzt i>n und n ungerade) 



(86.) 



(-i)> +1 ?;,(*) 



ÜH-2)(i+4MJ+*- *) A , Q' + n + l)(j-n) (j+ n+ i) (t ; + n+3)0-n)(i~n+2) \ 

"" 0'- l)(i— •)" tf— *) \ 12 1-2-8.4 "*""/ 

(i+l)(j + *)"(J+«) /„ , (J+*+»X/-«+ l) . . Q , +n+2)0 , +^+ 4) a-n+l)Q--n4-8) \ 

^(j — 2)..(i — n + l)\ ^ 1-2-8 "*" 1.2.3.4.6 *7--)' 

Bemerkung. — Die beiden letzten Entwicklungen (33.), (36.) können 
leicht aus den früheren Entwicklungen (21.), (26.) abgeleitet werden ver- 
mittelst des auf Seite 27 gefundenen Satzes: 

(37.) T nJ (x)-{-l) J + n S nJ {-x), U>»)- 
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Entwicklung der Function Q nj (x) nach steigenden Potenzen von x 9 falls j>n. 

Nach (10.), Seite 27, ist: 

(38.) Q nj (x) « S UJ (x) - (- l)* + ,, S n ,(-*) * (i>»>- 

Bei der weiteren Behandlung dieser Formel sind zwei Fälle zu unter- 
scheiden. 

Erster Fall: j+n= gerade. Alsdann erhält man: 

und hieraus durch Anwendung der Formeln (21.), (26.): 

falls n und j beide gerade sind, und j>n ist: 

Qnj (*> 



(39.) 






g (i+»)(i+4)-Q-+n) / . l/+H-2)Q-n+l) (j+ti+g^+n^XJ-n+lXi-n+S) \ 

0'-l)0'-3)--0*-n+l)\ ^ 12- S "*" 1.2.3.4.5 *-1-'~)> 

und andererseits, falls n und j beide ungerade sind, und j^>n ist: 

(1.2-.,j)(l— «V 
, (i+l)0'+3)--(y+n) / (j+n+2)(j- n+1) 0-+^+2)(j+n+4)0'^n+l)Q-n+3) \ 

" iü-8)"ü-»+i)\ 1-2.3 "*" 1-2.3.4.5 x-r—y. 

Die rechten Seiten dieser Formeln (39.), (40.) unterscheiden sich, wie man sieht, 

nur durch die vorgesetzten Zahlenfactoren, während die Reihen dieselben sind. 

Zweiter Fall: 3 + n = ungerade. In diesem Fall erhält man aus (38.) : 

<«.) <?»,(*) - *„, <*) + s nJ (- *) , 

und hieraus durch Anwendung der Formeln (21.), (26.): 

falls n gerade, i ungerade, und i>n ist: 

(L,fefl 
(42.) 



ff./W 



2. 

(1 • 2 • j) (1 — x*) * 



ju-*)--u-n) l 1 + 1T2 * + 1.2.3.4 x +■■;)' 

und andererseits, falls n angerade, j gerade, und J>n ist: 

0. , Ix) 
(43.) 



Qnj (*) 



(1.2-.j)(l— *■)« 



M2 (i+2)(j+4)..C;-+n-l) / ^+„+1)^-») - +n+ i)( t ; + n+3)(j^n)0^n +2) j;4 x 

Ü — 1)0'~3)"Ö— w) \ "*" 1-2 " r 1-2-3.4 /' 



— 48 — 

Die rechten Seiten der Formeln (42.), (43.) unterscheiden sich wiederum 
nur durch die vorgesetzten Zahlenfoctoren, während die Reihen dieselben sind. 
Bemerkung. Bezeichnet man in den Reihen (39.), (40.), (42.), (43.) 
irgend zwei aufeinanderfolgende Glieder mit 

so ist 

c £. m £. #* 

P 

also = s 2 , falls p sehr gross ist. Hieraus folgt, dass all 1 diese Reihen con- 
vergentsind für x<\, oder genauer für #*<1. 

§ 16. 
Bemerkungen über die Functionen Q n (x), Q nJ (x). 

Während im Vorhergehenden Q nj (x) fttr j > n nach steigenden Potenzen 
von x entwickelt wurde, soll nun im Folgenden eine solche Entwicklung 
für j < n bewerkstelligt werden. Zu diesem Zweck mögen hier zunächst 
einige vorläufige Bemerkungen Platz finden. 
Nach der Definition von Q n (x) ist: 

+i • 
-ä-j— *„«-*„ Wtag !L^, 



-1 



oder, was dasselbe: 

wo die beiden Glieder rechter Hand { } und { } für vt? < 1 respective reell 
und rein imaginär sind*). Diese complexe Beschaffenheit von Q n (x) über- 
trägt sich durch Differentiation auf Q nJ (x), so lange j<n, hört aber auf, 
sobald j>n wird**). 

Für vt? < 1 sind also die Functionen Q nJ (x) complexe Grössen, so lange 
j<n, hingegen reelle Grössen, sobald j>n wird. Die Voraussetzung #*<1 



*) Denn es ist log ( — 1) =— (2 p + 1) »*, wo p eine unbestimmte ganze Zahl und t -» \ — 1 ist. 

d J P n (x) 

**) Denn für j > n verschwindet der Differentialquotient — . 

dar 
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ist aber diejenige, welche im Folgenden bei der Entwicklung von Q n j($) 
nach steigenden Potenzen von x 9 der Convergenz willen, beständig festzu- 
halten ist. 

Aus (1.) folgt durch Differentiation: 



<M 



ö>) - *>) + ^^ - P>)log i-pj - P' H (x) log (- l) 



Weiter folgt aus (1.), (2.) fttr x = 0: 

(3.) Q n (0) - R n (0) - P„ (0) log (- 1) , 

(*0 Q' n (0) = i£ (0) + 2 P n (0) -. P'„ (0) log (- 1) ; 

und diese Formeln (3.), (4.) gewinnen, je nachdem n gerade oder ungerade 
ist, folgende speciellere Gestalten*). 

Für ein gerades n: 

r e« <°) - - *. (o) kg (- 1) . 



(6.) 



(6.) 



Q n (°) — ■ B n (°) + 2 p n (°) > w0 bekanntlich : P n (0) =■ (— 1) * 

andererseits für ein ungerades n: 



- i . 3 . . ( n — 1) 
2 • 4 • • n 



f«.W 



-B« (0) , 



n-i 



C'„ (0) — — P' n (0) log (— 1) , wo bekanntlich: P' (0) — (- 1) * 



1 -3--n 



2 • 4 • • (n — 1) * 



(7.) 



§ 16.» 
Entwicklung der Function Q n (x) nach steigenden Potenzen von x. 

Aus der bekannten' Differentialgleichung: 



folgt durch (j : — 2) -malige Differentiation: 

(8.) (l-^^W-aü-ll^^^W + ln-i + ^^ + i-lJ^-^xl-O; 

und aus diesen Gleichungen (7.), (8.) entspringen die Formeln: 
Ql (°) *<»+i)e.(o), • «"(o)— (»-i)(»+«)öi(0), 

(9.)^ 4) (0)- + (n-2)n(n + l)(n + 3)§ n (0), e ( „ 6) (0)- + (t»-3)(n-l)(n + 2)(n + 4)(?' n (0) , 

öL 6) (0) (n-4)(n -2)«(n+l)(n+3)(n+5) <? n (0), <?< tt 7) (0) (n-5)(n-3)(n-l)(n+2)(w+4)(«+6) #>), 

.etc. etc. 



.etc. 



etc. 



*) Es ist nämlich zu beachten, dass B n (x) nur ungerade Potenzen von x enthält, falls n 
gerade, und umgekehrt nur gerade Potenzen enthält, falls n ungerade ist. 

Neumann, Kugelfunotionen. I. 7 



— 50 — 

vermittelst deren sämmtliche Grössen 

«.(0), «>>- <?>). <?»'(<>) * «1 4) (0), .... 

auf- die beiden ersten reducirt sind. — Entwickelt man nun Q n (x) nach dem 
Taylor' 'sehen Satz, so ergiebt sich mit Hülfe der Formeln (9.) sofort: 

(10.) Q n (x) - Q n (0) • Ä + Q' n (0) • © , 

wo Ä und © folgende Reihen bezeichnen: 

n(n+l) (n-2)n(tt + l)(n + 3) 4 __ 

* ~ 1-2 " t " ' 1234 



(10,Ä) « „. (n~l) (n + 2) (n -3)(n-l)(n + 2)(n + 4) . 

@=a * 172TS * + 1.23.4T6 X 

In genau derselben Weise kann offenbar jedes andere particulare Inte- 
gral der Gleichung (7.), z. B. P n (x) behandelt werden. Somit folgt: 

(11.) P n (aO==P n (0).ff + P>).<S, 

wo Ä, © dieselben Reihen sind, wie in (10. a ). 

Es handelt sich nun nur noch um die Berechnung der in (10.) enthaltenen 
Constanten Q n (0) und Q' n (0). Zu diesem Zweck unterscheiden wir zwei Fälle. 

Erster Fall: w= gerade. Alsdann ist nach (10.), (11.): 

(12.) 

P n {x) = P n (0) • S , 

oder, falls man Ä eliminirt: 

Q (0) 

(12.') Q n W - Qn (0) • 6 + p^jj P H (X) , 

oder, falls man j-mal nach # differenzirt, und dabei j>n voraussetzt: 

(13.) <#> (*) - <£ (0) • <S (J) , (n gerade und j > n) . 

Dieser* Werth von ^(ß) muss identisch sein mit demjenigen,, welcher durch 
die Formeln (39.), (42.), Seite 47, dargeboten ist. Und die Vergleichung 
dieser beiden Werthe muss also nothwendig zur Kenntniss der in (13.) ent- 
haltenen Constanten (/„ (0) uns hinführen. 

Das allgemeine Glied der Reihe © (10. a ) lautet: 

Hr f(n~ g + 2)(n- g + 4)...(n-l)][(n + 2)(n + 4)..>(n + g-D] . 

<~ 1; rnrrsTTT^ x » 

wo q ungerade. Ist nun j eine gerade Zahl, so wird dasjenige erste. Glied der 
Reihe ©, welches bei,; -maliger Differentiation nicht fortfallt, bestimmt durch 
g=i+l- Folglich lautet das erste Glied der Reihe © ü) : 
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Aus diesem ersten Gliede erhalt man aber, wie leicht zu übersehen, die 
folgenden Glieder der Reihe <5 U) dadurch, dass man respective mit 

(n-j-l)(n + j+2) _ a 
1-2-8 ' 

[ (tl _ ty '-8)(n-j— l)][(ti+j+8)(«+j + 4)] 
"*" 1-2-3- 4-5 » 

etc. etc. 

multiplicirt. Somit folgt aus (13.) 

falls n und j beide gerade sind, und i>n ist: 
(14.) gW(*) = £(0)-(-l) 2 [(«-i + ^ 

^ r + ; i-2-3 * + 1.2-8 -4-6 x + • • v • 

Ist andererseits y eine ungerade Zalü, so wird das erste Glied der Reihe 
©, welches bei y- maliger Differentiation nicht verschwindet, bestimmt durch 
q=j; und also das erste Glied der Reihe <& u) lauten: 

(~1) * [(n-i + 2)(n-i + 4)..(n-l)][(n + 2)(n + 4).--(n+i-l)]. 

Aus diesem aber entstehen die folgenden Glieder der Reihe © w durch 
Multiplication mit 

_ (n-j)(n+j+ l) 

1 -2 X ' 

[(n-j~2)(n-j)][(n+i+l)(n+j + 3)1 
"*" 12 3-4. ' 

etc. etc. 

Somit folgt aus (13.) 

falls n gerade, j ungerade und j>n ist: 
(15.) «^(«)- tf,(0y-(-l) * [(n-i + 2)(n^i+4)..(n-l)][(n + 2)(n + 4)--(n + i-l)]x 
>c \ 1 + Hl * + 1-2-3-4 * +•••;• 

Aus der Vergleichung von (14.) mit der früheren Formel (39.); Seite 47 
folgt sofort: 

(n und j beide gerade und j^>n) 
Q' n (0) •(- l) F [(*»-J+l)(n- : ?+8) • • • (n-1)] [(n+2)(n+4) ■ ■ (n+j)] - 2 (1 ■ 2 • -j) ( . ^ + f > g+ *j; ^ +* } , ^ . 

ir 

7* 
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Durch diese Gleichung wird der Zahlenwerth von Q' n (0) bestimmt. Der- 
selbe muss seiner Natur nach unabhängig von ,; sein; was in vollem Ein- 
klang steht mit der vorliegenden Gleichung. Beachtet man nämlich, dass 
n und ,;' gerade sind, und j>n ist, so kann man den in jener Gleichung 
mit f bezeichneten Factor auch so schreiben: 

/ , =-(n-i+l)(«-i+3)'...(-3)(-l)(l)(3)(6)...(n-l) t 

oder auch so: 

/*— (— 1) * [O* — n— 1)0' — n — 8).--8'l][l-8-6-'-(n — 1)] . 

Substituirt man aber diesen Werth von f, so folgt nach leichten Reductionen: 

n 

<"■> Q'n (0) - <- D T • 2 1 .l' m ^ n l 1) . <" gerade) . 

Genau derselbe Werth von (£(0) ergiebt sich, wie a priori zu er- 
warten, aus der Vergleichung von (15.) mit der früheren Formel (42.), 
Seite 47. — Ferner ist nach (5.): 

n 

(H.) Q H (0) = - P n (0) log (- 1) = (- 1) T 1 '\\'i*~ 1) log (- 1) , (« gerade) . 

Durch Substitution dieser Werthe (16.), (17.) in die erste der Formeln (12.) 
erhält man schliesslich: 

n 
(18.) ^(^^(^l^l ^^^^^^^ g^X 1 -^;^ 1 ^ ), (n gerade), 

wo Ä, © die in (10. a ) aufgeführten Keihen vorstellen, und A=log( — 1) ist. 
Zweiter Fall: n = ungerade. In diesem Falle wird nach (10.), (11.): 

*„(*)-*>)■©, 

oder, falls man © eliminirt: 

0' (o) 

oder, falls man j'-mal nach # differenzirt, und ,;>» voraussetzt: 

(20.) $/> (x) — ö w (0) • Ä ü) , (n. ungerade und j>n). 

Dieser Werth von Qf£ (x) muss identisch sein mit demjenigen, welcher durch 
die Formeln (40.), (43.), Seite 47, dargeboten ist. Und durch eine solche 
Vergleichung müssen wir zur Kenntniss der Constanten Q n (0) gelangen können. 
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Das allgemeine Glied der Reihe Ä (10. a ) lautet: 
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r [(H-g + 2)(w-g + 4)---n]Pn+l)(n + 3)---(n + g-l)] q 
* ' 1 • 2 • 3 • • • g ' 

wo q gerade. Ist nun ,; eine gerade Zahl, so wird" das erste Glied der 
Reihe Ä, welches bei y- maliger Differentiation nicht verschwindet, durch 
q=j bestimmt. Folglich wird das erste Glied der Reihe Ä° } lauten: 

(-i)* [(*-i+«)(*-i+4)---n][(* + i)(ii + 8)...(ii+i-i)]. 

Aus diesem Gliede aber entstehen die folgenden Glieder der Reihe Ä ü) 
durch Multiplication mit 

[(n-j-i)(»-j)1[(»+j + l)(n+i + 8)] , 
" 1 ~ 1 • 2 - 3 • 4 V f 

etc. etc. 

Somit folgt aus (20.) 

falls n ungerade, j gerade und i>n ist: 

■ 

J_ 
(21.) $°(tf)=-G n (0).(-l) 2 [(n-i+2)(n-j + 4)...n][(w+l)(«+3)...(n+j-l)]x 

^1* + 1T2 * + 1.2.3.4 *« + ■•••;._ 

Ist andererseits j eine ungerade Zahl, so ist das erste Glied der Reihe 
Ä, welches bei y- maliger Differentiation nicht verschwindet, das durch 
q=*j+l bestimmte; folglich lautet das erste Glied der Reihe Ä (>) : 

(-1) 2 [(n-i+l)(n-i+3)...n][(n + l)(n + 3)...(n+i)]a?, 

und aus diesem entstehen die folgenden Glieder der Reihe Ä 00 durch Multi- 
plication mit 

(n-j-l)(n+i + 2) 

1-2-3 ' 

, [(n-i- : -3)(n-i~l)][(n+j + 2)(n+J + 4)] 
"*" I.2.34.6 ' 

etc. etc. 

Somit folgt aus (20.) 

falle n und ,;' beide ungerade, und i>n ist: 

i±L ■ 
(22.) <#>(*)-«, (0) .(- 1) * [(n-i+l)(n-,;- + 3)...n][(n+l)(n + 3)...(n + t ;-)]x 

^ /* . q-n + l)Q- + n + 2) (j -n + 3)(j-tt + l)(j + » + 2) (j + « + 4) \ 

\ ~ 1-2-3 """ 1.23.4.5 ' * / 
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Aus der Vergleichung dieser Formel (22.) mit der früher gefundenen 
Formel (40.), Seite 47, folgt sofort: 

(n und j beide ungerade , und j>n) 

«.(0)-(-l) 2 K«-i+l) (n-i+3) ■ ■ ■ n] [(n+l) (n+3) . ■ (n+j)] - 2 (t • 2 ■ . j) ., ^+ff ^'^+^ , ? T 

? 

wo der Factor /* auch so darstellbar ist: 

/ , = (n-i+l)(n~i + 3)...(-8)(-l)(l)(3)(6)...n, 

oder auch so: 

/"== (— 1) 2 [(i — n — l)ü — n — 3)-.3.1][1.3-6...n]. 

Substituirt man diesen Werth von f, so folgt nach leichter Reduction: 

n + l 



(23.) 



O (0) = (- 1) 



2 



2 • 4 • • • (n — 1) 



(n ungerade) . 



1 • 3 • • • n 

Zu demselben Werth für Q n (0) würde man auch gelangen durch Vergleichung 
der Formel (21.) mit der früheren Formel (43.), Seite 47. Ferner*) ergiebt 
sich aus (6.): 



(24.) 



0,(0) - - P m (0) log (- !)- + (_ 1) 



n + l 

~g l . 3 • • • n 



log (- 1) , 



(n ungerade) . 



2 • 4 ■ • • (n — 1) 

Durch Substitution der Werthe (23.), (24.) in die erste der Formeln (19.) 
erhalt man schliesslich: 

n + l 



(25.) 



«.«-<-« T {" L I*?£ i! « + ' fT^£ij«} • 



(n ungerade) , 



wo fi, © die Reihen (10. a ) bezeichnen, und A = log( — 1) ist. 
Beiläufige Bemerkung. — Für ein gerades n ist**): 

(26») B n (0) = , 

ferner nach (5.), und mit Rücksicht auf (16.): 

<(°)-Ö' ä (0)-2? b (0), 



(n gerade) , 



(- 1) T . 2 ( 24>n _ 1.8--(n-l) \ 
v Vi - 8 • - (n — 1) 2-4..« /' 



(n gerade), 



oder, was dasselbe: 

f (2.4..«)*— (l.3...(n-l)) 8 
(26. b ) 22 (0) — (- 1) * . 2 V ^ V ' 



1-2-3 



(n gerade) . 



ist. 



*) Man hat, was die Anwendung der Formeln (6.) betrifft, zu beachten, dass 

n-1 

(-D * =-(-1) 
**) Vergl. die Note Seite 49. 



n + l 
2 



— 55 — 

Andererseits ergiebt sich für ein ungerades n aus (6.) und (23.) die Formel: 

*+i 

(27.») R H (0) - Q n (0) - (- 1) * -2 * '*.',""*• . (» ungerade) , 

während gleichzeitig*): 

(27. b ) R' n (0) = , (n ungerade) . 

Man kann nun die Function B n (x) vermittelst der für. diese Function gel- 
tenden Differentialgleichung und mit Benützung der Formeln (26. a » b ), 
(27. a » b ) nach steigenden Potenzen von x entwickeln. Doch ergeben sich 
für die Coefficienten dieser Entwicklung complicirte Werthe. 



§ 16. b 
Entwicklung der Function Q n j(x) nach steigenden Potenzen von x, falls j<n. 

Erster Fall: w = gerade. Alsdann ist nach (18.), wenn man färS, @ 
ihre eigentlichen Bedeutungen (10. a ) substituirt: 

(n gerade) 

n 

(28.) Q n (*) - (- 1) T x 

[ 2 8 ' 4 " w l x _ (n-l)(n+2) 

l-8--(n — 1)\ 1-2-3 T 

■<n-l) / _ n(n+l) 
•4--n \ 1-2 T 



X < 



(n-l)(n+2) -> ., , (n-3)(n-l)(n+2)(n+4) 

— — — jp 



1-2-3-4-5 



__ i.3..(n-l) / _ n(n+l) (n-2)n(n+l)(n+3) 

24- -n \ 1-2 "*" 12. 3-4 



wo A = log ( — 1) ist. Insbesondere wird für n = 0: 

(29.) Co(*)-*(y + t + T + '")""*■ * 

Sodann ergeben sich aus (28.) durch ./-malige Differentiation folgende For- 
meln für QiP(x). 

Falls n gerade , ,;' ebenfalls gerade , und j < n : 

2+/ 
(30.) «^(aO-C-l) * X 

2.4- .(n+j) / ■ (i-n+l)(j+n+2) Q^n+lXi-n+3)Q-+>i+2)(i+n+4) v \ 

1-3- (n-j— 1)\ "^ 1-23 ^ 1-2. 3- 4- 6 "*" / 

^■»■WH A , (i-H)(j+ft+l) ^ , 0-n)(i~n+2)(i+n+l)(i+n +3)^ 4 , \f ' 
,""* 2-4.. (n-jT\ + HS * + 1.2.3.4 * + "7) 



*•) Vergl. wiederum die Note Seite 49. 
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andererseits, falls n gerade, j ungerade, und j"<n: 

n+j-l 



(81.) ^(*)-(-l) * X 

2A..(n+j-i) ( (j-n)U+n+l) (j- n )(j- n +2)U+n+l)U+n+$) A \ 

1.8..(n-i) V "*" 1-2 "*" 1.2-3- 4 * T ) 

l-B~(«+j) / . Q'-n+l)(i+n+2) j;g (j-n+DQ-n+S^+n+gXi+n+A) ^ ■ \f ' 

» 2-4.(n— i— 1)\ "*" 1-2-3 ' 1.2.8-4.6 // 

wo überall A = log( — 1) ist. . 

Zweiter Fall: n = ungerade. Alsdann folgt aus (25.) mit Rücksicht 
auf (10. a ): 

(n ungerade) 

(32.) Q n (x) - (- 1) * X 

*-4»(»-l) / __ n(n + l) ( n - 2)n(n + D(* + 3) ^ \ 

l-S-n \ 1-2 ' 1. 2-8-4 / 

1-8-n / (t,-i)(n+2) (n-8)(n-l)(n+2)(n+4) \[' 

T 2-4--(n— 1)\ 1-2-8 T 1-2-3-4-6 /) 

wo wiederum * = log( — 1) ist. Insbesondere wird für w = l: 



(88.) 






Weiter ergeben sich nun aus (32.) durch j- malige Differentiation folgende 
Formeln für Q^(x). 



Falls n angerade, j gerade, und j<« ist: 



(84.) ««>(«) -(-1) * X 

2-4-(n+j-l) / Q--w)(j-| -n+l) (j-n)(j-n+2)(j+«+l)Q-l-n+3) T , \ 

l-3-(n— J) ^ " r 12 "*" 1-2-8-4 "•" / 

l-3-(n+j) / Q-n+lXJ+n+2) Q-n+l)(j-n+3)Q+n+2)(j+n+4) \f 

"•" 2-4 -(n-j-l)\ "•" 1-2-3 "*" 1-2-3-4-5 *~T—)) 

andererseits, falls n ungerade, j ebenfalls angerade, und j<C.n ist: 

(85.) flj» («) - (- 1) * X 

. 2-4-(n+j) /_ , (J- w +l)(i +n+2) _, , Q-- w +l)Q--w+8) ( j+*+2)(j+» +4) _, , \ 
* i. S . .(n-j-l) r+ 1.2-3 * + T2T3,T^ * + "7 

i. 3 -( w -|-j-i) / (j-totj+w-n) (j-^Q-w-UJO+n+DCj+n+S) ^ , \f 

" r 2-4- (m-j) \ "*" 1-2 "•" 1-2-3-4 "*""/] 

wo überall A = log ( — 1) ist. 
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§ 17. 

Darstellung sämmtlicher Functionen P nJ (x) } Q n j(x), S nJ (x), T nJ (x) durch awei 

Reihen St nJ (x) und ©»;(#). 

Die Reihen $t nJ .(x) und & nj (x), auf welche die genannten Functionen 
reducirt werden sollen, sind definirt durch die Formeln: 

(860 »m r _u U-*+DU+«+*) -. ■ W -*»+l)(j-n+8)(i+n+2)(j+n+4) 

woraus z. B. folgt: 

* v ' * W x i.2 ' 1 • 2 • 3 • 4 ' 

Durch diese Reihen*) kann z. B. P n (x) folgendermassen ausgedrückt werden: 

y 1 . 3 ... ( n — 1) 



(38.) 



(39.) 



. p n C«) - (- 1)" 2 . 4 ;,. n ' »„ (*) , felis » gerade, 

-P„ (*) — (— 1) 2 2 .4...(n — 1) ®« (X) ' faUs * un g erade - 

g> P (sc) 

Ferner erhält man für I*p (x) d. i. — ^— folgende Formeln: 

n+j 

pü) ( X ) _ (_ i) * 1 '?.'i!'*£Lj p*msW> falls n gerade, j gerade ,' j^n, 

P« 1 («) = (- 1) 2 8 .4", 3 .'( w ( üjl ) 1) ©„, (*) ■ folls » gerade, j ungerade, j ^ n, 

n+j-1 

Pi /\ 9 1 * 3 • • • C W - t™ 7 # 

w (3) — (_ i) ,* 2 . 4 ., . (n '-- Ti) @ ny (*) f fal18 n ungerade , i gerade , j<n, 

n+j-2 

P«> (x) - (- 1) * 1 ^ n ( ^_7 ) 1) ® nJ (*) . f a 118 » ungerade, i ungerade, j < n. 

Ferner gewinnen die Formeln (28.) r (32.) durch Anwendung der Be- 
zeichnungen ® n (x) , @„ (x) folgendes Aussehen [vergl. auch (18.) , (25.)] : 

«„(*)-(-!)* {2 r ^^@ n (o:)-zl^^Ä w (a:)}, falls n gerade, 

e n w = <- 1) * {2 ? 4 : £ir } Ä * w + l t-i-'oi-i) *• w } ' fallB * mgWida ' 

WO A = log ( — 1) ist. 

*) Welche, wie man sieht, identisch sind mit denjenigen, die in (10.*) kurzweg mit ft und S 
bezeichnet wurden. 

Neumann, Kugelfanotionen. L 8 



T^n 
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Sodann gewinnen ferner die Formeln (30.), (81.) und (34.), (35.) fol- 
gende Gestalt: 

*+j 
«SP(*)-(-i) * x 

^(x)-(-l) »X 

f r„2-4"(n+j — 1) Ä .... l'8--(n+i) _ , .1 , „ . ^ 

x t 2 1.3..Z-S) *« (x) + * i.iV-J-i) ®»> ( *> . &Us w ger -' 3 mger > 3 ^ n ' 

(41.) J 

«i°(*)-(-i) * X 

fli* («)-(-!) ' X • 

f „ 2-4--(n+j) -. . . . , l-8--(n+V— 1) Ä . ,1 . „ . ^ 

X { - 2 i.».. ( »-7-i) ®-> <*> + * 2 . 4 ..(n-j) *»> (X) ) ' feU " * rager -' J ,mger -' 3 £* 

wo überall A => log ( — 1) ist. 

Ferner erhalt man mit Bückblick auf die froher gefundenen Formeln 
(39.), (40.) und (42.), (43.), Seite 47: 

#> («> - 2 (l.a-j) ii+ f}f^S'' ( ( -^l~ 1) *»J ix) » faU8 n «*•• ' nn « e,r - mid »"• 

(42.) . . . 

#"(*)- 2 (1 -2-.J) ^g+^ff+y «„, («) , falls n unger., J ger., und j>n, 

#> (x) - 2 (1-2. -j) ^j^^Zntl) ®»> (S!) » faU ' * Ung ° r - ' nnger -' mid '>" 

Ferner gewinnen die Formeln (21.), (26.), Seite 44, 45; folgendes Aussehen: 

S nJ (*)-(i -2 ..j)(l-a;Vx 
^ ( (J+lX-H^'-Ü+n-l) «, rrt , Q-+2)(j+4)..Q-+n) l fe , laMWr mA i^n. 

(43.) } ' 

S n} (x)-(l-i-.j)(l-x*) T X 



., f O+2)(i+4)-(i+n- l) * Q-+l)(j+8)..Q-+n) - 1 .. 

x ( ü-i)ü-«)..ü_^ö ft »' (ar) + iü-«)»ü-»+i) S "> ( * } ) * ^ ' ' 



Endlich erhalt man für die Function T a> (as) aus den Formeln (33.), (36), 
Seite 46, folgende Darstellungen: 
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L 

(-iy T nJ (*) - (i • 2 • • j) (i - *•) • x 

(-1)> + * T.^ (*) - (1 • 2 • • j) (1 - * V X 

1 ü—i)0— 3)--0— ♦») "' JÜ— 2)--0-»+i) *> w j' ^ ' "^ 

Schliesslich sei bemerkt, dass ich die Reihen (36.) mit ft und <§ be- 
zeichnet habe, um in solcher Weise an die Aehnlichkeit derselben mit der 
Cosinus- und Sinus -Reihe zu erinnern. 



8 



/ 



Anhang zur ersten Abtheilung. 

Dieser Anhang enthalt eine Uebersicht der recurrenten Relationen 
zwischen den particularen Integralen mit verschiedenem Index, welche der 
Differentialgleichung der allgemeinen Kugelfunctionen [(7.), Seite 2] genügen. 
Für die einfachen Kugelfunctionen P n erhält man diese Relationen am Be- 
quemsten mittelst der Formeln: 

n it 

(«.) P ,(*)—- (\x+V^=~icoa<p) n d<p=± C -^ - — ; 

" V U J (X+VX*- lC09<p)» + i 



und aus den Relationen der P n lassen sich die der Q n , P np Q nJ , S Hj , T nj leicht 
ableiten. 

Ausserdem werde ich in diesem Anhange (im letzten §) einige Tafeln 
geben ftlr besondere Werthe der Kugelfunctionen und ihrer Abgeleiteten, 

§ i. 

Beonrrente Relationen für die P». 

Aus den Formeln («.) folgt durch Differentiation und Multiplication 
mit (x* — 1): 



m 



n 

(x* — 1) P' n {x) — ^ C(x + }/x* — 1 cos tpY" 1 ((x* — 1)+ xVx*—*cob <p\d<p , 



7t 



n + 1 HP 



— 1) + x Vx % — 1 cos cp) dm 



(x + Vx* — 1 cos «p)" + 







Hier lässt sich die rechte Seite in Formel (ß.) durch P n und P n _ x , und die 
in (y.) durch P n und P n+1 ausdrücken, auf Grund der Gleichungen («.). In 
solcher Weise ergiebt sich: 
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und. hieraus durch Differentiation: 

(CO «*„=■ *r'n-K-x, 

wo zur Abkürzung P B , P' n für P*(#), P^ (x) steht. Aus den vier Glei- 
chungen (A.), (B.), (C), (D.) ergeben sich folgende recurrente Relationen 
zweiter Ordnung: 

00 (2n + l)xP n -nP n „ 1 +(n + l)P n + 1 , 

(in.) (2n + l)o:P i ;-(n + l)P;_ 1 + n.P; +1 , 

(IV.) .(2n + l)(x 2 -l)P;-w(n + l)(P n + 1 -P n _ 1 ). 

Die Gleichung (I.) ist die Differenz der Gleichungen (A..) und (B.); die Glei- 
chungen (II.) und (HI.) sind durch Elimination respective von P* und P n 
aus (C.) und (D.) entstanden; und die Gleichung (IV.) durch Elimination 
von P n aus (A.) und (B.). 

Mittelst der Gleichung (I.) kann man P n durch die vorhergehenden 
Functionen P n - l9 P„_ 2 , P»-3> • • • ausdrücken; und zwar erhält man, 
jenachdem n gerade oder ungerade ist, folgende Formeln. 

Für ein gerades n: 



(l.*) 



(l- b ) 



P J=x ( 2n — 1 P n— 1 2n — 5 ( n _ i) ( n — 8) 2n — 9 

^n Ä | 2 »- 1 w n — 2 w " 8 " t " n(n — 2) n — 4 »" 5 

andererseits für ein ungerades n: 
» | n »-* # n ti — 2 «-3^ n(w — 2) n — 4 n_5 



■ • • 



V (»-l)(n-3)- -2 \ 



Ebenso erhält mau aus (II.) 

für ein gerades n: 
(2.») P f ;-(2n-l)P B _ 1 + (2n-6)P B _ t + (2»-9)-P,_5----+7P, + 3P l , 

and für ein ungerades n: 
(2.*) P, = (2n- 1) P,_ x + (2n- 6) P s _ 8 + (2»_9) P„_ 5 • • • • +6 P, + P . 

Ferner folgt aus (III.) 
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für ein gerades n: 

(**\ p' ~ f 2n-l p / n 2n-6 * »(n-3) 2n-9 p > 

V»-; **n= x | w -l ^-i""n~l n-3 ^«-»"^(n-l) (n — 8) n-6 ^«- 



^ K } (n — l)(n — 3)..3 1 M ' 



(8. b ) 



und f3r ein ungerades n: 

n(* — 2) 2n — 9 



p' f 2n — 1 > n 2n — 5 * n(n — 2) 2»i 

Ä (»-1 »- 1 n— 1 n — 3 »-»"^(n — 1) (n— 8) w 



6 *~ 5 

^ K } (»-l)(n-8)..42 J | tl ; 2 • 4 • • (n — 1) 

Endlich folgt aus (IV.) • 

für ein gerades n: 
tA*\ t> « / i «\f 2t| — l »' i 2w — 5 _' 2n— 9 „' , 3 »' 1 

(4 -> ? »-'-(' , -')|^zr ) ^-.+ ( „. l)( ._^ .-i+ ( ._ 4)( ,_ g / .-.--+ n J , i), 

und für ein ungerades n: 

Bemerkung. Aus den Gleichungen (2. a » b ) ergiebt sich mittelst wieder- 
holter Differentiationen : 

K =-[2n-l](2n-3)P n _ 8 +2[2n-8](2n-7)P n . 4 '+3[2n-6](2n-ll)P^ 6 + ... 1 
(6.) P" -[(2n-l)(2n-3)](2n-6)P Ä . s +3[(2n-3)(2n-6)](2n-9)P || _ 5 + 

+ 6 [(2n— 6) (2n— 7)](2n — 18) P n _ 7 H , 

P r=[( 2w -U(«w-3)(2n-6)](2n~7)P w-4 +4[(2n-3)(2n~6)(2n~7)](2n--ll)P n-6 + 

+ 10[(2n-6)(2n-7)(2n-9)](tn-16)P |l _ 8 +....; 

und allgemein: 

(6.) PU> - Llli^Z^ [(2n-l)(2n-8)...(2n-2i + S)](2n-2i+l)P Ä _ / 

+ TTTTT^i) t (2 w " 3) (2 w " 6 )'-( 2n -^ + 1 )]( 2n -^- 3 ) p ,->- 8 

Dieser Ausdruck fttr P}p bricht ab entweder mit P oder mit P l9 jenach- 
dem (n — .;) gerade oder ungerade ist. Giebt man daher z. B. dem für 
i^' (5.) erhaltenen Ausdruck, was die Reihenfolge seiner einzelnen Glieder 
betrifft, die entgegengesetzte Anordnung, so ergiebt sich, falls n gerade ist: 

^'-■|{»(n+l)P + 6(n— 8)(n+3)P,+9(n-4)(n+6)P 4 ...+(2n-3)2(2n-l)P«-»j, 
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und falls n ungerade ist: 

P » " y{ 8 <" -1 > (w + 2 ) P ' +7(»-8)(n+4)P, + U(«-6)(n+6)P 6 • • • + (2n-8)2 (2n- 1) P„-»j . 

Um eine solche entgegengesetzte Anordnung beim Ausdrucke PJ^ (6.) hervor- 
zubringen, sei zunächst bemerkt, dass das mit P n - t - p behaftete allgemeine 
Glied jenes Ausdruckes lautet: 

* 1-2-8--.J-1) 8 [( 8w -P- 1 )( 2n -P- 8 )" (2w - 8j '-J ) + 8 )]( 2n - 2 J- 2 ^+ 1 ) p .»-.>-y 
oder, einfacher geschrieben: 

(7.) i i[(2n-p-l)(2*-j.-8)-(2n-2j-j)+3)](2n-2j-2p+l)P 1 ,_ > _ J ,, 

1 . 2 • 3 • • • — ■ 

wo p nur gerade Werthe besitzt, und wo dem vor der eckigen Klammer [] 
stehende Factor für p = der Werth 1 zuzuertheilen ist. Falls nun 
[n — .;) gerade ist, so ergeben sich die mit P , P 2 , P 4 , ••• behafteten Glie- 
der des Ausdruckes (6.) dadurch, dass man in (7.) der Zahl p der Reihe 
nach die Werthe n — j, n — .;' — 2, n — j — 4, • • • zuertheilt. Somit folgt: 

[vorausgesetzt: (n — j) gerade] 
(8.») i>W-^i±^llli^±^Ill)[( w+<> -_i )(n+j; -_8)...(n-i + 8)].l.P 

+ - ?(j l + 2 ' > . -V^i-t-I)^ ^ +^+ ^^ +J - 1) • • (» ~^+ 6)] ■ 6 ■ J>. 

+ 

^ iU t%"'^-T-h) 2) 1>+J'+ *~ lKn+J+t- 3)- (n-^j+t+8)] (2t+ 1) P k 
+ • • 

Ist andererseits (n — ,;') ungerade, so wird man die mit P,, P„ P 6 , • •• 
behafteten Glieder des Ausdruckes (6.) dadurch erhalten, dass man der 
Zahl p in (7.) die Werthe n — j — 1, n — j — 3, n — ,;' — 5, ••• zuertheilt. 
Und man erhalt daher: 

[vorausgesetzt: (n — j) ungerade] 

(8.*) pw - j ° 1 + 2 1 ,V; i l^Lfj * 7 } 8) [» + j) <« +s - « («+i- *) • • • <» -j+ *>]•»• *» # 
+ j0 i + 2 1 !'/ i \t-t-^ 6) t< w + j '+ 2) ( w + j ^ w + j '- 2) ---< w - j '+ 6 )]- 7 - p » 

+ .;■•. 

+ 

In (8. a .) wie in (8. b ) ist im letzten (d. i. in dem mit P n _ t behaftetem) Gliede 

dem vor der eckigen [] stehenden Factor der Werth 1 zuzuertheilen. 
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§8. 

Beonxrente Belationen für die Q n . 

Mittels der Formel [(3.), Seite 1]: 

-l 

lassen sich aus den Formeln ( A.) , (B.) , • • • (I.) , (II.) , • • • die entsprechenden 
recurrenten Relationen für die Q n ableiten. 

Aus (9.) folgt durch Differentiation: 

(10 .) «„M--J --^--l^—jj^+j __. 

-i -i 

Nun ist P n (l) = l, und P w ( — 1) = ( — l) n ; folglich wird der Ausdruck 
-?-— g , jenachdem n gerade oder ungerade ist, den Werth ü %._ 1 oder 
den Werth ,^ besitzen. Somit ergiebt sich aus (10.):. 



r l p' (m) dz I ? * (ff) + ?=~i 9 faUs n gerade ' 

-i I C (<0 H — ö r , falls n ungerade. 

1 6 — 1 



P'(z)dz 



Solches vorangesehickt, wenden wir uns zur Gleichung (A.) des vorher- 
gehenden §. Diese lautet: 

(f» - 1) P' n <*) - n* P, Cr) - n P._ 1 (f) , 

oder, ein wenig anders geschrieben: 

(fer-(«+<)^.«-«fc=i- 1 ) 1, .«-7=i p --t«' 

oder, falls man mit dz multiplicirt, und zwischen — 1 und +1 integrirt, 
und dabei voraussetzt*), dass n>0 (nicht =0) sei: 

+i 



-l 



*i DemgemäsB sind auch die sich schliesslich ergebenden Formeln (A. b ), (B. b ), etc. nur gültig 
für n > 0, hingegen ungültig für n =» 0. 
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wo <t>„ das Integral (11.) repräsentirt. Addirt man zu dieser % Gleichung die 
sich leicht ergebende (übrigens ebenfalls auf der Voraussetzung n>0 be- 
ruhende) Formel: 

j\a + z) P' n {z)dz- [(* + z) P n (z)J_ | , 

-1 

so folgt: 

wo das erste Glied rechter Hand, jenachdem n gerade oder ungerade ist, 
den Werth 2 oder 2 a besitzt. Somit folgt, falls man für *„ seine eigent- 
liche Bedeutung (11.) substituirt: 

(A. b ) (** - 1) £ (•) - n (cQ n (*) - Q n _ x (*)) . 

In derselben Weise leitet sich aus der Gleichung (B.) die Gleichung ab: 

(B-") («* - 1) Q' n («) - - (n + 1) («r Q H («) -Q H + l («)) . 

Durch Differentiation ergiebt sich hieraus: 

(C b ) «0,«- «e»(«)-«n-iW. 
(D. b > («+•!)«,(•) ««iW + ^ + iW. 

In derselben Weise, wie oben die Gleichungen (L), (IL), • • • aus (A.), 
(B.), • • • abgeleitet wurden, leiten sich aus den vorstehenden Gleichungen 
(A. b ) , (B. b ) , • • • die folgenden recurrenten Relationen der Q n ab : 

(V) (*"+l)«Qn-»Q*-l + ( n + VQ n+ t, 

(H- b ) (2« + !)«,,-«» + !-«»-!' 

(in.") (2n+i)»^-(«+i)e;.,+»e; +I , 

(IV. b ) • (2n + 1) («* - 1) Q' n - n (n + i) (©, + 1 - Q n _ ,) . 

Diese Relationen gestatten, die Q H und ihre Differentialquotienten durch 
die Q n niederer Ordnung auszudrücken. . So ergiebt sich z. B. aus (I. b ) , 

falls n gerade ist: 

Nenmann, Kugelfonctionen. I. 9 
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und anderer aeite, wenn n ungerade ist: 
l"- ) V» • j w V»-! n n _ 2 V»-s-r K („_ 2 ) w _4 v«_. 



n-8 . .. . _. «-1 



ir r (»-D(n-3)--4 t.l — (n-l)(w -3) - -8 

Dieselbe Gleichung (L b ) gestattet auch, Q n durch eine unbegrenzte Reihe 
auszudrücken, welche nach steigenden Q n fortschreitet. Diese Reihe lautet: 

H*\ Q a J 2n + 3 Q n + 22n + 7 (n + 2) (n + 4) 2n+ll V 

^.; v* a | w + i v » + i w + H + 8 V - + st (n + l)(n + 8) n + 5 V » + 5 "")' 

und convergirt immer, wenn das Argument <r resp. dessen Modul grösser 
als 1 ist. 

Aus der Gleichung (ü. b ) folgt, 

wenn n gerade ist: 

und, falls n ungerade: 
(14.») Cl-ei-(2n-l)C ll _ 1 + (2n-6)e n .5 + ( 2w - 9 )^-5- ' •• + *&*)• 

Aus (14. a » b ) ergiebt sich für Q' n eine unbegrenzte nach steigenden Q % fort- 
schreitende Reihe: 

(16.) Q' % ({*n + S)Q n + l + (2n+7)Q H + s + (2n + ll)Q H + b + -... y ), 

« 

welche für ö > 1 convergent ist. 

Ferner erhält man aus der Gleichung (ÜL b ), 

(16.-) wenn n gerade: £ - (- «* ( »"^!^' . t «i - 



J 2n-1 , n 2n — 5 / n(n — 2) 2n-9 * ^ n(n-2)---4 8 ^1 

I n — 1 v "- 1 n — 1 »—.3 v »- 8 " r (»— 1) (n — 8) n — 6 v *- 5 r ^ ' ( w _i)( W _8)..3 1 Vl J 



n (n — 2) • • 3 



(16.*) und, falb n ungerade: tf, - <- 1) » (w _ ") (w _ 8) . a «i - 

f 2 *-* // n 2n-5 / ^^ n (n-2) 2n — 9 * ~ n(n-2)--5 6 O 

|n — 1 v„-i n __ t n __ g Vw-s-r^^i) ( n — 8> n — 6 V «" Ä rv ; (n— l)(n — 8)--4 2 V *J 

*) Die in (14.*, b) enthaltenen Functionen Q' , (^ besitzen folgende Werthe: 

Vo er * — l ' Vi "■ Vo a s__ 1 i 

wie sich ans (6.), Seite 2, leicht ergiebt. 
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Aus derselben Gleichung ergiebt sich die nach den Q K aufsteigende, unbe- 
grenzte Reihe: 

M\ d „f 2tt + 3 ß' n+ltn + 1 > (n + 1) (» + ») tn + ll ,> 1 

Ferner erhält man aus der Gleichung (IV. b ), 

(18.*) wenn n gerade ist : Q n — ^ ö 

/ « i\ ( 2n ~~ * ri _j_ 2n — 5 r 2n — 9 ^ 3 ^ 

(18. b ) und, faUa n ungerade ist:* ö» ~~ öi 8 -* 

^ i; |n(n — 1) Y »-* ^(n - 2) (n — 3) V *" s ^ (n — 4) (n - 6) V *~ 5 ^ 3 - 2 V * j * 

Schliesslich ergiebt sich, ebenfalls aus (IV. b ), die nach den Q n aufsteigende 
unbegrenzte Reihe: 

, . . f% <N f 2n + 3 ^ i 2n + 7 ^ , 2n + ll ^ • | 

(19.) V n 1« -l; {(n + l)(n + 2) V » + 1 + ( W + 3)(n + 4) V " + 8 + (n + ö)(n + 6) V » + 5 + ,, '7 ' 

Bemerkung. — Die für die (? erhaltenen acht Relationen (A. b ), (B. b ), 
(C b ), (D. b ), (L b ), (II b ), (III b ), (IV b ) lassen sich, wie leicht zu constatiren, 
aus den früher für die P gefundenen Relationen (A.), (B.), (C), (D.), (I.), 
(II.), (III.) , (IV.) dadurch ableiten, dass man in diesen letztern n mit — n, 
sodann aber P_ Ä mit Q n _ x vertauscht. Demgemäss sind also jene Relationen 
der P, abgesehen vom Falle m-=0, gültig für alle Werthe von n von 
— oo bis + oo, falls man nur festsetzt, dass P_ x , P_ 2 , P_ 3 , als iden- 
tisch betrachtet werden sollen respective mit Q 09 Q l9 Q 2 , ••• Oder ein 
wenig anders ausgedrückt: Die Relationen der P gelten auch für die Q, und 
umgekehrt die Relationen der Q auch für die P, falls man nur festsetzt, dass 
je zwei Functionen P p und Q q} deren Indices p und q die Summe — 1 er- 
geben, als unter einander identisch betrachtet werden sollen. 

Diese Thatsache rührt keineswegs allein davon her , dass die P und Q 
particulare Integrale derselben Differentialgleichung sind, sondern beruht 
ausserdem wesentlich auch darauf, dass die diesen particularen Integralen 
vorgesetzten constanten Factoren demselben Gesetz der Aufeinanderfolge ent- 
sprechen. Bezeichnet man nämlich diese constanten Factoren für die 
Functionen P n mit C n , und andererseits fittr die Functionen P_ n oder Q H ^ t 
mit D_ n , so lässt sich leicht zeigen, dass 

9* 
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C D . 

*•(»), und _^__F(-n) 



C.-i ■ v " / * -D-.-t 



ist, wo in beiden Formeln F eine und dieselbe Function vorstellt*). 

§ 3. 

Beourrente Relationen für die -R,. 

* 

Jeder recurrenten Kelation der Q n entspricht eine recufrente Relation 
der B n . Man erhält dieselbe dadurch, dass man in der erstem für die 
Q n und Q' n ihre Werthe substituirt: 

Qn - E n - P n lo & ^XT • [™ r & L ( 8 0, .(4-), Seite 1.] 
Ol — -Bl — P' log ^-r— — P. -5 , 

und dabei Rücksicht nimmt auf die Relationen der P n . So z. B. folgt aus 
(A. b ) durch Substitution der Werthe (20.) : 

oder, weil zufolge (A.) die mit dem log behafteten Glieder sich gegenseitig 
zerstören: 

Ebenso ergiebt die Gleichung (B. b ): 

(B.c) (a»-l)l?l--(n + l)(tfÄ w -Ä )|+1 ) + 2P J| . 



*) In der That ist [vergl. Seite 1 und 18]: 

f-.(«)-«.-,w-« 1 ' > ': ( ^-'; ) [»-+»»-— +■■■]. 

wo g and g' Constante sind. Demgemäss ist: 

. » 1-2-n ' -» 1-3. .(2n— 1) 



Hieraus aber folgt sofort: 

C n 2n-l 



und 



•B-* 2n + l 2(— n) — 1 



<7„_i n ' • !)_._! n 2(— n) 



'•-1 " -"-«-l 

HT» Z» *• W • 
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Differenzirt man diese Gleichungen, so ergiebt sich mit Bücksicht auf die 
für B n geltende Differentialgleichung *) 

(C.c) HÄ,- ^.-^.i— JPl. 

Aus diesen vier Gleichungen (A. c ), (B. c ), ••• leiten sich in derselben Weise, 
wie die Relationen (L), (II.), ••• aus (A.), (B.), ••• abgeleitet wurden, die 
folgenden recurrenten Relationen der B n ab: 

(IV.c) (l*+l)(» i -l)Ä r ,-w(ii+l)(Ä, + x -Ä J| _ x ) + 2(2n + l)P J| . 

Hieraus ergeben sich die nachfolgenden Formeln (21. a > b ), (22. a » b ) und 
(23. a » b ), falls man nur beachtet, dass -ß = und jR 1 = — 2 ist**). Zu- 
nächst findet man aus (L c ), 

(21.*) falls n gerade ist: i^»g j 2 * 1 ^ 1 ^ _ t — 

n-12n-6 ( n - 1) (n-3) 2n-9 -~ (n- l)(n- 8)- . 3 3 „ ) 

* n ~2 »- 8 " 1 " n(n — 2) n~4 h,k ; n(n — 2). -4 2 ^J ' 

(21. b ) und, falls n ungerade: ^«" B * I — — - 



*,-!- 



n-1 



Spdann folgt aus (IL C ) mit Rücksicht auf (4. a * b ), 

falls n gerade ist: 
(22.») ^«- 8 ff ,"_J 1 +(2n-l)-B,_ 1 +(2n-6)J,_,+ (2n-9)^,_ 5 ---- + 8J? 1 , 

und, falls n ungerade: 
(22.") ^_^Il^ + (8n-l)JJ 1 ,_ 1 +(2n-5)2{ 1 ,_ 8 +(2n-9)ü 1 ,_ 5 .-.. + 6iJ I . 



*) Diese Differentialgleichung lautet: 

A ((«» - 1) B' n («)) - » (n + 1) Ä. («) + 4 P; (•) ; 

wobei zn bemerken, dass die Formel (5.) auf Seite 2 mit einem Druckfehler behaftet ist. Denn an 
Stelle des dort auf der rechten Seite befindlichen Factors 4 ist zn sabstitniren (— 4). 

**) Dass -ß =-0 and 2^™ — 2 sei, erkennt man leicht ans dem allgemeinen Werthe von B n . 
[Vergl. (6.), Seite 2.] 
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Endlich ergeben sich aus (IV. C ) folgende zwei Formeln, in denen die Inte- 
grationsconstanten noch einer näheren Bestimmung bedürftig bleiben. 

Vorausgesetzt, dass n gerade ist: 

(28») P. + 2 f?^^9 t ^»-i){*^^_ l +*^±—l( m _,.... + ^ l \, 

\ n ' J o* — 1 ' \n (n — 1) n x ' (n — 2) (n — 8) n 8 T 2 -1 l J 

und andererseits, falls n ungerade ist: 



» a _ i a«-(«»-i) 



2 n — 1 * 2n — 6 > 5 ' 



,ti(n — 1) «-i^( w — 2) (n — 3) *~ s ^3-2 * 

Die scheinbar gebrochenen Functionen in (22. a > b ) und (23. a * b ) sind in Wirk- 
lichkeit ganze algebraische Functionen. Denn nach (4. a > b ) hat P n (a) — 1 , 
falls n gerade, den Factor (a 2 — 1); und ebenso ist P n (ti) — o mit diesem 
Factor behaftet, falls n ungerade. 

§ 4. 
Beziehungen zwisohen den P» und Q n . 

Aus der Verbindung der in den vorhergehenden §§ entwickelten Formeln 
ergeben sich merkwürdige Beziehungen zwischen den P« und Q n . Ver- 
bindet man z. B. die Gleichungen (I.) und (I. b ), d. i. 

(2» + l)xP n ~nP H _ l + (n + 1) P n + 1 , 
(2n + l)xQ n ~nQ % _ 1 + (n + l)Q m + l , 

so erhalt man: 

(«.)• <«« + i)*(^.« 1 .-i— p.-i«J-(» + i)('. + i«.-i--P.-i«. + i). 

<ß-) »(W,.i-'.,iW-(»+ 1 )( p .ti«.- 1 '.«. + i)- 

Verbindet man ferner miteinander die Gleichungen (III.) , (III. b ) , d. i. 

(2n+i)*ei,-(»+i)e;,_i+»G'. + t. 

so ergiebt sich: 

Aus (ß.) folgt, falls man n der Reihe nach gleich 1, 2, 3, — (» — 2), 

(» — 1) werden lasst: 

1 ( j», q, - P ft) - 2 (1», Q t - p, qj , 

2 (P, ft - P, Q t ) =- 3 (P, fc - P; Q t ) , 

3 (-P, 0. - ?, «,) - *(P< Q t - P t Q t ) , • 
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und hieraus durch Multiplication: 

oder, falls man für P , P„ Q<>, Q t ihre Werthe*) «ubstituirt: 

Ferner findet man aus (&.), wenn man wiederum » = 1, 2, 3, ••• (n — 1) 
werden lasst: 

2 (p; q' - p' q[) - 1 (p;# - -Pi «i) , 

3 (p; £ - P[ Q' t ) - « (^ Q' s - P' t Q' t ) , 

* (p; «; - p; «;> - s (p;?; - p; £) , 



.' « ' 



*(^-i«.-»--p»-««,.-i)-(»-i)(^e.-i-jp.-i«.). 

und hieraus durch Multiplication: 

oder, falls man ftlr i^, P[, <) , (£ ihre Werthe**) subatdtuirt: 

Durch Substitution der Werthe (f.), (iy.) in (er.), (y.) folgt: 

f««^ 2(2n + l) g PO 

fvvl 2(2n + l)x , , , , 

Diese Formeln (*.), (iy.), (acr.), (yy.) führen nun in Verbindung mit den 
froheren Formeln (A.), (A. b ) und (B.), (B. b ) zu folgenden Relationen: 

(*•) *»+!«« -^«n + l " ^ • nach (*.). 



*) Diese sind [vergl. (6.)» Seite 2] folgende: 

*— 1 



-Po-1, & log 



P,— *, &— — 2 — slog 



x+1' 



x + 1' 



**) Vergl. die vorhergehende Note. 
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(d.) 



(e.) 



(t) 



<*) 



^«—i --P—iÖ 






2a; 



*« — 1* 



nach (A.), (A. b ) and («.)< 



KQn + 1 -*»+!« 



n 



2a? 



.' ^' 



SV Ä + 1 "n + l* n — 



' °i. 



TV /V T»' iV 

-*n - 1 "n + 1 ~~ -** + 1 "n - 1 



-,— , nach(BO, (B.*) und (t.) 

»'(» + 1) 
ar f -l ' 

2 (2 « + 1) x 



nach (q.). 



x 2 — 1 



nach (yy.)* 



Aus der Formel (a.) erhält man für Q n folgende eigenthümliehe Ent- 
wicklung : 

(24 ° ^-™-- 2 M;^ + (»-o^ 

ferner ergiebt sich aus (b.), 

(26.») faUa n gerade ist: (Q n — P„ Q ) = — 2 x P n x 

f 2w— 1 2n — 6 2n- 9 



»-6 



+ 21.P 2 P ) 



(25. b ) und , falls n ungerade : ( Q n j|— * J — — 2 x P 9 



( 2n- 1 2n 

* \n(n-l)P >| P n _ 2 " , '(n-2)(n- 



— 5 



+ 



2n — 9 



3)P n _ 2 P„_ 4 ' (n-4)(n~5)? B . 4 P^ 6 



+ 



82P S P, 



il' 



wobei zu bemerken, dass die linken Seiten dieser Formeln (24.) und 
(25. a > b ) auch so darstellbar sind: 



(26.) 
(27.») 

• (27. b ) 






B *--p- 



denn es ist # = 
«==1 folgt: Q l 



x — l 



— ?o log ^+i ' mitnm Qn= a R» + p n Qo , woraus z. B. für 
= 2J t + P t # . [Vergl. Seite 1 und 2.] — Ferner erhalt 
man aus Gleichung (f.): 



(28.) 



(o'-Qi\ ~ 2P » f n , w-1 , »-2 



+ 



\ Pi} ' 



und daneben aus Gleichung (g.), 

fe.Ua n gerade ist: 



(»») (d WA,***-!*»-! | 



2n — 5 



+ 



2n — 9 

^n-4 -^n-B 



+ 



■»*' «' 

*.** 



/ 
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und, falls n ungerade: 



wobei zu beachten, dass die linken Seiten dieser Gleichungen (28.) und 
(29. a > b ) auch so darstellbar sind: 



j *j „_^ __'. 



(30.) Qn—^T-K ^—^ 

, P'q'. , 2P M P' Qx % — 1) fll — 2 P.) 

(81») Q n =^ - B n — H - - -*± — i^ ?i 

P t " **— 1 . (*» — 1)P^ 

, P'tf , 2P, SP'P. 

(81.*) C, = * *._ • + - » 



p^ " **-l ' (a:'-l)Pj" 

Bemerkung. — Aus der Formel (c.) ergiebt sich, wenn man mit (P„)* 
dividirt: 

P n Q'n - Qn K 8 

(PJ« ~ (*«-l)(p,)" 

und hieraus folgt durch Integration die bekannte Formel: 

Q. 



(82.) 






§8. 
Beourrente Relationen für die P nJ und Q nJ . 

Aus jeder der Gleichungen (A.), (B.), ••• (L), (IL), ••"• (Seite 60, 61) 
lasst sich eine recurrente Relation für die P nf ableiten. Differenzirt man 

nämlich jene Gleichungen jmal, und multiplicirt mit (1 — £*)', so er- 
halt man auf Grund der Definition von P nJ (Seite 3) folgende Relationen: 

(B-*) y^,y + i-(8i + » + 1 )* i> «y-J(i+n)yJ > ., / -x + (H+l)P, + i )y -0, 

(C d ) ("-;+i)yP. J - 1 -*^ + p .- M -o. 

(D- d ) (»+i)yr»,j-i+* p n i - p n + l ,j-°, 

wo zur Abkürzung y för Vi — ex? gesetzt ist. Und ferner erhalt man 
durch das angegebene Verfahren noch folgende Relationen: 

Naumann, Kugelfunctionen. L 10 
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(I.*) (•» + l)*P. > +i(t«+l)jfP. 1 y_ 1 -»P._ 1 , / -(»+l)P. + li y-0, 

(H- d ) (2»» + i)yP ) , i> _ 1 + P B _ li y-P, + 1 , y -o, 

(III.*) (2».+ l) a! P n; + - -l)(2n+l)yP 1 , i/ _ 1 -(« + l)P._ Iii -nP ) , + li> -0, 

(IV.*) (**+i)(yP., / + 1 -W*P,^^ 

Die Elimination von P w> y-i au s (A.) und (C.) giebt*) eine Gleichung, 
die mit («.) bezeichnet werden soll, und die identisch ist mit derjenigen, 
welche durch Elimination von JP» + i,, aus (B.) und (D.), oder durch Elimi- 
nation von (P H + lij — P n _ ! f j) aus (IL) und (IV.) entsteht. Andererseits 
liefert die Elimination von P n ,j-i aus (C.) und (D.) eine Gleichung, welche 
mit (ß.) bezeichnet werden mag. Demgem&ss können die vorstehenden acht 
Gleichungen (A.), (B.), (C), (D.), (L), (IL), (HL), (IV.) ersetzt werden 
durch die secÄs Gleichungen («.), (/}.), (C), (I.), (IL), (III.). Was aber diese 
sechs Gleichungen betrifft, so ist (HI.) die Differenz von (I.) und (IL); auch 
lassen sich (L) und (C.) durch einfache Combinationen aus (ß.) und (IL) 
ableiten. Somit kann das System der eben genannten sechs Gleichungen 
durch folgende drei Gleichungen ersetzt werden: 

(«0 y p n,j + 2-*U+i)xP nt j + i +(«-i)(n+i+Dyi , Bif o, 

(M Qn + l)xP nJ -{n--j + l)P n + t9j --(n+j)P n _ 1 ^-*O t 

wo y nach wie vor zur Abkürzung steht für Vi — x* . In air diesen 
Relationen für die P n + Pl j+q darf kein Glied vorkommen, welches der Be- 
dingung j + q < n + p widerspräche. 

Da Q nJ [vergl. (8.), Seite 2] durch Q n gerade ebenso definirt ist, wie 

P nj durch P n , so werden aus den Gleichungen (A. b ), (B. b ), • • • (I. b ), (IL b ), 

(Seite 65) Relationen für die Q Hj entstehen, welche mit den soeben für die 
P nJ entwickelten Relationen (A. d ), (B. d ), ••• (I. d ), (II. d ), ••• vollkommen 
übereinstimmen, und welche daher, ebenso wie diese, reducirbar sind auf 
die drei Relationen (a.), (ß.), (IL). Es ergiebt sich also: 

(*•), yQ niJ + 2--zU+i)*Qn,j + i + (n-J)(n+J+VyQ n j-o t 



*) Der Kürze wegen schreibe ich (A.), (B.), • • • rur (A. d ), (B. d J, 
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Diese Gleichungen unterscheiden sich von den entsprechenden der P nj nur 
dadurch, dass hier in Bezug auf die Werthe der beiderlei Indices (n-\-p 
und j + q) keine Beschränkung stattfindet. 

§e. 

Beeurrente Delationen für die S nJ und T nj . 

Man erhält noch zwei weitere Systeme recurrenter Relationen, eines 
für die S RJ , das andere für die T nJ ; und zwar ist jedes dieser Systeme 
seiner Form nach mit dem System (a.), ((3.), (IL) congruent, aber in Be- 
ziehung auf die Indices gewissen Beschränkungen unterworfen. 

Die recurrenten Relationen der S nJ ergeben sich aus den Gleichungen 
(A.), (B.), (Seite. f>0) dadurch, dass man diese Gleichungen, nachdem 

in ihnen z statt x gesetzt ist, mit — multiplicirt, und sodann zwi- 

(x — zy + 

sehen oo und 1 integrirt. Denn die in solcher Weise entstehenden Inte- 
grale sind durch die S nJ ausdrückbar, auf Grund der für diese Functionen 

gegebenen Definition: 

i 

(33.) S n . - hj (1 - x 9 ) ■ / — *— yxi . (▼««!. Seite 27 ) » 

3 J J (x — zy +l 

oo 

wo hj den Werth hat: 

(34.) ty — (- 1/ • 1 • 2 ■ 3 • • • j , 

mithin den Gleichungen entspricht: 

(36.) fy + i — — (i+l)fy ™d fy-i — — J- 

Ich werde diese Transformation bei der Gleichung (A.) durchführe^, 
d. i. bei der Gleichung: 

(36.) (^-lJP^^n^W-nP^jW. 

Werden in dieser Gleichung für z und & — 1 die Substitutionen gemacht: 

g = x - {x — z) , z % — 1 — (tf* — 1) — 2x {x - z) + (x — z) 2 , 

dz 

so erhält man durch Multiplication mit -j^ und Integration: 

(x — z) 

(37.) (x * — 1) I r-rr — ix I T+ / T - ;^ 

J (x-zy + l J (x-z)> J (x — z)>- 1 



r p n (z) dz rp K (z)dz rp^wdM 

= nx I — 7 —nl 7 + » / rrr • 

J (x-z)' + l J (x-z)i T ,/ (x-^ + 1 



10 
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Werden die drei ersten Glieder dieser Gleichung partiell in Bezug auf 
P f n (z) integrirt, so heben sich die Theile, die ausserhalb des Integralzeichens 
zu stehen kommen, zwischen den Grenzen oo und 1 auf; so dass man erhalt: 

1 



00 



00 

1 






00 



00 



Substituirt man endlich hier für sämmtliche Integrale die aus (33.) sich 
ergebenden Werthe, so folgt: 

(39.) -yi^5 +(8j-fi)«^+i(y-*-l)S ili .i+»5 ll .ij-0- 

■ 

Dies aber ist dieselbe Gleichung, welche aus (A. d ) durch Vertauschung von 
P nJ mit 8 nJ sich ergeben würde. 

Ebenso können nun, wie auf demselben Wege sich nachweisen l&sst, 
in sämmtlichen Gleichungen (A. d ), (B. d ), (C. d ), (D. d ), (L d ), (IL d ), (IH. d ), (IV. d ) 
und folglich auch in den Gleichungen («.), (/}.), (II.) (Seite 74) die P nJ mit 
den 8 nJ vertauscht werden; so dass man also erhält: 

(M, («»+i)*fif, i -(*-i+i)Ä ll + lfi -(«+j)Äf,. 1|> -o l 

wo wiederum y zur Abkürzung steht för Vi — a? . 



§7. 

Tafeln für besondere Werthe der Kngelfonetionen und ihrer Abgeleiteten. 

I. Tafel. Die Werthe der Functionen P n9 P nJ etc. für das Argument 0. 



(A.) 



(B.) 



P (0) =- (- 1)T *'»"(»-l) 

2 • 4 • • w 

P n (0) «0, falls n ungerade ist, 



falls n gerade; 



P</> (0, - f— 1) ■ / ^l + (-l) W "A l.B.6--.(» + j-l) 
w V V V 2 / 8.4...(n— j) * 

p(»)(0N=-1.8.6...(2n— 1). 



77 — 



(«•) { 



*.4«>> 



Km 

P< 4 > (0) 



-n(n+l)P,(0), 

+ (n-2)n(n + l)(n + 3)P n (0), 



Bei dieser Formeigrappe («.) 
wird vorausgesetzt, dass die 
Zahlen n, j beide gerade sind. 



p »j(°)- p( n J) (0)-(- l) 8 [( n -J + 2 )( n -J' + 4 )- w ][( w + 1 )( B + 3 )--( w +J- 1 )] P ,( < >) 



<M < 






P< s >(0) 

p(5) (0) 



*-l 
(-1) « 



1 • 3 • 6 • • • n 

2 . 4 • 6 • ■ (n — 1) ' 



_(n-l)(n + 2)P ) , 1 (0), 

+ („_ 8 )(«_l)( w +2)(n+4)P al (0) , 



Bei dieser Formelgruppe (ß.) 
wird vorausgesetzt, dass die 
Zahlen n,j beide ungerade sind. 



J-i 



(y.) 



P„(0)- ^(0)-(-l) » [(n-i+2)(n-j + 4)..(n-l)][(n+2)(n+4)..(n+,;-l)]P ||1 (0). 
Hingegen wird: P nJ (0) — P ^ (0) => , falls (n +j) ungerade ist. 

IL Tafel. Die Werthe der Functionen P n9 I*p für das Argument + 1. 

P n fcfci) =(±i) n , 

_in(n+l) 



'. (± 1) - (± l) f 



_ 2 (»_l)n(n + l)(n + 2) 



2-4 



P n (±1)-(±1) 24..2J * 

III. Tafel. Die Werthe der Functionen P n , P nj für das Argument oo 



i) 



P n ,(oo) = oo, 






IV. Tafel. Die Werthe der Functionen 8 nJ fQr die Argumente 0, + 1 und oo 

^(0)-(l- 2 ---,^|±^i^, falls » „gerade. 
S nj (— 1 ) ■■ ° » hingegen w i r d : S nJ (+ 1) = oo , 
((l-*)T5 lli (*)) aiB + i -2T.i.8.8...V-l) f 

S n , (oo) = oo , 



vorausgesetzt: 
j>n. 



( 



*., (*> 



*■ 



\ _(_!)•+ i #_ i)4 [l-2-3--'(j-w-l)][(n + l)(n + 2).-2n] 

/ * = oc 2* 
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V. Tafel. Die Werthe der Functionen T nJ für die Argumente 0, + 1 
und oo. 

T nJ (0) -(_*(!.,... .i) CÜMHid^^-1) , m, M ge rade. 
^(0)-(-^ 1 (l-2-3.. J ^^+^ 3 ;;^ + — *> , falls « ungerade. 



vorausgesetzt: 



T nj (+ 1) — , hingegen wird: T wy (- 1) -. cx> , 
/ L \ L 

((l + 5 :)2T n/ ( J :)) xa _ i -.(-l) n+ ^2.1.2.3..ü-l), 



T n , (OO) - <X> , 



( T *J®\ = ( _ 1} « + j ( _ 1} 7 [1-2-3. .(./-n~l)][(» + l)(n+-2 ) 

\ x n /* = » 2 n 



2«] 



VI. Tafel. Die Werthe der Functionen Q nj für das Argument 0. 



0o(O)--log(-l) t 



ft(0)--2, 



n + 2 



Ö„ (o) - [log (- 1)] (- i) r '^"»r 1 * , 



«.(0)-2(-l) 



^2-4. ■(«-!) 
1 -3 -n ' 



2 • 4 • -n 

falls n angerade. 



falls » gerade. 



n + i 

«., (°) = ~ fl<W (- 1)] (-1)"«" ? 2 3 ' 4 ?? j" j r^ - « . i b«^ gerade 



n + / - 1 



f Ür j < n . < 



Ö„/0) = 2(-l) 2 



n + ^ + 1 



C(o)-*(-i) » 



8'l"(w+j-l) 
1 • 3 • . (n — j) ' 

2 . 4 • - (n -f j — 1) 
" 1.3.. (n-J) ' 



n gerade , j ungerade. 



« ungerade , ,; gerade. 



n+j 



<?.,(<>)- [log (-!)](-!) * 



1 : 8..(n+j— 1) 
2-4..(w— j) ' 



h, i beide ungerade. 



f Qnj (°) — ° » falls * + i gerade. 



für ,;>*». < 



«.,«>> 



<?*,(<» 



«(1 2 * (' + *> tJ + »>"(J+ "-») 
K 3) J<J-*)---(i-ti) 

2 (i . 2 . .,) ÖL+S U + i) ny+JLz:i) 



n gerade, j ungerade. 



n ungerade , j gerade. 



.VII. Tafel. Die Werthe der Functionen Q n , Q nj , Qtf für das Argu- 
ment + 1. 



einerlei , ob ,; < n oder j > n ist. < 



e„(±i)=oo, 



l e wy (± i) - e? (± i) - oo. 
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((1 - «V £ {x)) x =i - - 1 • 2« P n (- 1) ,- 



wo j kleiner , gleich oder grosser als n sein kann. 

VIII. Tafel. Die Werthe der Functionen Q n , Q nl für das Argument oo. 

(x n+l O (x)\ -Z 12-3-» 

\ *» v 7* = » l-3-6--(2n + l)> 

Qnj (00) - , 



einerlei, ob j<Cn oder, ob j>n ist. 



/ x n + l^ {x) \ _<_!,¥., 12 - 8 -'( W H 

\ Vn ' V 7*« oo v ; 1.35. .(2 n 



+ 1)* 



Bemerkungen über diese Tafeln. — Die Formeln (A.) und (B.) der I. Tafel 
ergeben sich aus der Gleichung (2.), Seite 1. Sodann aber ergeben sich 
aus (B.) alle übrigen Formeln dieser Tafel. 

Die Formeln der II Tafel ergeben sich leicht aus der Gleichung: 



= — V r n p n w 

Vi — 2rfft + r JI ^J 



» = Ü 



und aus denjenigen Gleichungen, die aus dieser durch wiederholte Diffe- 
rentiation nach fi entstehen. Entwickelt man nämlich in jeder solchen 
Gleichung, nachdem ft = + l gesetzt worden ist, die linke Seite nach 
Potenzen von r, so müssen die Coefficienten dieser Potenzen auf beiden 
Seiten einander gleich sein. Und hieraus ergeben sich die in der Tafel 
aufgeführten Formeln. 

Die Formeln der III. Tafel, zu denen man etwa noch folgende hinzu- 
fügen könnte: 

/ P ( n J) (x) \ ^ l . 3 ■ 5 . . ■ (2 n — 1) 

ergeben sich leicht aus der Gleichung (2.), Seite 1. 

In der IV. Tafel repräsentiren die 3 te und 5 to Zeile eine unmittelbare 
Folge der für S nJ gegebenen Definition, (vergl. Seite 2, 3 und 22.) Ferner 
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ergeben sich die l te , 2* und .4 t€ * Zeile respective aus der Gleichung (21.) 
Seite 44, aus (26.) Seite 45 und aus (21.) Seite 30. — Um endlich die 6* Zeile 
zu erhalten, hat man zu beachten, dass nach Seite 22 

ist, wo Y t die Reihe Seite 18 vorstellt, und ferner zu beachten, dass die 
in dieser Reihe enthaltene Constante A x den in (7.), Seite 27, angegebenen 
Werth hat. 

Die Formeln der V Tafel ergeben sich aus denen der IV. Tafel durch 
Anwendung des in (9.), Seite 27, angegebenen Satzes. 

In der VI. Tafel ergiebt sich die l tfl Zeile aus (28.), (29.), Seite 55, 
und die 2* Zeile aus (32.), (33.), Seite 56. Ferner ergeben sich die 3*, 4 te , 
5 te , 6 te Zeile aus den Foijneln (30.), (31.), (34.), (35.), Seite 55, 56. — Ferner 
erhalt man die drittletzte Zeile aus (14.), Seite 14. Und endlich erhält man 
die vorletzte und letzte Zeile, welche in die eine Formel 

Qnj (°) - 2 C 2 • 4 • 6 • • • (J + n - «1 C 1 • 3 • 6 * • • (i - » - 2)] 
zusammengefasst werden können, aus (15.), Seite 14. 

Die. Formeln der VII. Tafel beziehen sich theils auf Q nJ7 theils auf Q'J\ 
Die erstem ergeben sich aus (17.), (18.), Seite 17; die letztern direct aus 
der allgemeinen Formel: 

Schliesslich ergiebt sich die VIII. Tafel aus den Formeln auf Seite 13. 
Vergl. auch (17.), (18.), Seite 17. 



i « ♦ »» 



Zweite Abtheilung. 

Entwicklung des Productes zweier Kugelfanctionen in eine nach Kugelfanctionen 

fortschreitende Reihe. 

In dieser zweiten Abtheilung soll das Product zweier Kugelfunctionen, 
mögen nun dieselben gleicher oder verschiedener Art, mit gleichen oder 
verschiedenen Indices behaftet sein, in eine nach Kugelfunctionen fort- 
schreitende Keihe entwickelt werden. — Zu diesem Zweck werde ich 
zunächst in 

§ 1 zeigen, dass das Product Y zweier Kugelfunctionen einer gewissen 

(1 ) linearen Differentialgleichung vierter Ordnung 

Genüge leistet, deren constante Coefficienten abhängig sind von den Indices 
p und q der beiden betrachteten Kugelfunctionen. Dabei wird sich eine 
einfache Beziehung zwischen dem Product der beiden Kugelfunctionen und 
dem Product der entsprechenden abgeleiteten Kugelfunctionen ersten Grades 
ergeben. Bezeichnet man nämlich die beiden gegebenen Kugelfunctionen 
(um die Frage nach ihrer Art ganz in suspenso zu lassen) mit TJ und V, 
oder genauer mit U p und V qy ferner die entsprechenden abgeleiteten Kugel- 
functionen ersten Grades mit U Pil und V qil9 endlich das gemeinschaftliche 
Argument all 1 dieser Functionen mit <>, so wird sich ergeben, dass zwi- 
schen den Producten 

(2.) r=tfF und Z~ U nl V ol 

folgende Beziehung stattfindet: 

(3.) .Z g Y + ¥ Ta [{1 - a ) jj) . 

Ferner wird sich herausstellen, dass die in (1.) erwähnte Differentialgleichung 
vierter Ordnung für den Specialfall p = q sich reducirt auf eine Differential- 
gleichung dritter Ordnung. Dieser letzteren wird also z. B. genügt werden 
durch U p V p , ebenso durch [U p ] 2 , d. i. durch das Quadrat einer Kugel- 
function jp ter Ordnung. — Beiläufig werde ich sodann in 

Kenmann, Kugelfanctionen. I. 11 
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§ l. ft diejenigen linearen Differentialgleichungen vierter, fünfter, u. s. w. 
Ordnung aufstellen, denen resp. durch die dritte, vierte, u. s. w. Potenz 
einer Kugelfunction p^ x Ordnung Genüge geschieht. 

§ 2. pie nähere Untersuchung der Gleichung (1.) zeigt, dass der- 
selben genügt wird durch folgenden Ausdruck: 

(4.) Y=c\P r + h -*-P v 2 + Ml ?r _ 4+ W,p + ,.l 

v ' L * o 4 v ~ 2 fl,a 4 v 4 a 9 a 4 a 6 ' 6 ' J' 

wo C eine willkürliche Constante bezeichnet, ferner a 2 , a ly a 6 , • • • und 
fy» &«> K> " ■ bestimmte von v abhängende Zahlen sind, und wo endlich 
v selber nach Belieben 

entweder «=» p + q = s f 

oder =as -( jP + ä r + 2)-~(s+2) 1 

oder « 2 — p — 1 = — (d + 1) , 

oder =» p — g — 1 » d — 1 

genommen werden kann. Hier ist zur Abkürzung p + q = 5 und j) — <? = rf 
gesetzt. — In solcher Weise ergeben sich also die vier partictdaren Integrale 
der Gleichung (1.). Diese particularen Integrale, welche den Werthen (5.) 
der Zahl v entsprechend mit J„ JL ( , +2) > J- {d +i)9 J*-i bezeichne! sein mögen, 
sind, wie die Formel (4) zeigt, auf lineare Weise zusammengesetzt aus 
einer begrenzten respective unbegrenzten Anzahl von Kugelfunctionen , und 
zwar nicht nur aus den P, sondern unter Umständen auch aus den Q. 
Denn in jener Formel (4.) repräsentirt P x eine Kugelfunction erster oder 
zweiter Art, jenachdem der Index X positiv oder negativ ist; in der That 
sind daselbst P mml , P_ 2 , P_ 8 , ••• als identisch anzusehen respective mit 
Cot Qi, &, •••• (VergL Seite 67.) 

§ 3. Die genauere Untersuchung der vier particularen Integrale J 
zeigt, dass dieselben folgende Werthe haben: 

wo der Index & des letzten Gliedes der letzten Zeile oder 1 ist, jenach- 
dem die Zahl d ungerade oder gerade, und wo selbstverständlich die A, 
B, C, • • • K constante Coefficienten vorstellen. — Von den beiden folgen- 
den Paragraphen 
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§ 3 a und 3 b enthält der erstere die Ableitung eines in § 3 benützten 
Satzes, wahrend der andere nur beiläufige Betrachtungen darbietet 

§ 4. Die Differentialgleichung (1.) besitzt die vier particularen Inte- 
grale J\ andererseits aber besitzt sie, wie aus ihrer Entstehungs weise hervor- 
geht, auch das particulare Integral U p V v d. i. die vier particularen 
Integrale P P P V Q P Q V Q P P q f P P Qr Folglich muss jedes dieser vier letzten 
in linearer Weise durch die J ausdrückbar sein, mithin die Form haben: 

Die Constanten A, B, C, D werden nun für jedes jener vier Producte 
bestimmt; wobei auch für die beiden letzten (scheinbar gleichartigen) Pro- 
ducte Q p P q und P p Q q sich wesentlich verschiedene Resultate ergeben , falls 
man jedesmal p als den grösseren der beiden Indices p, q ansieht. In der 
That wird ja auch durch die Pestsetzung p > q zwischen diesen beiden Pro- 
ducten ein Unterschied hervorgerufen, indem alsdann das eine ein Product 
PQ repräsentirt, in welchem Q, das andere hingegen ein Product PQ, in 
welchem P den grösseren Index hat. 

§ 5. Wir haben jetzt*) also für jedes der Producte P p P q , Q p Q q , Q p P q , 
P p Q q einen Ausdruck von der Form (7.), und für die hier auftretenden J 
die in (6.) genannten Reihen. Damit ist die Entwicklung jener vier Pro- 
ducte nach Kugelfunctionen im Wesentlichen vollendet. Was die resul- 
tirenden Formeln betrifft, so ergeben sich für P p P q und Q p P q Entwick- 
lungen von der Form: 

(8) ^ = *^ + »^-2 + 6 p ,-4 •■•• + «**, 

(9.) ^P f -*ft + »«.-, + «0,-4 •••• + ««-. 

d. i. Entwicklungen, in denen die constanten Coefficienten 21, S5, ©, • • ® 

ein und dieselben sind. Ferner ergiebt sich für Q p Q q die unendliche Reihe: 

wo A , B , r , constante Coefficienten sind. Endlich erhält man für die 

Differenz des letzten Productes P p Q q gegenüber dem in (9.) genannten 

folgende Formeln: 

(n.) r P Q q -Q p P q = *rä-i + wrä-z'--- + ® p * + z p o> 

(12.) r p Q q -Q p P q = 2P d - l + WP d -s'- + %Ps + ®P 1 , 

nämlich die erste oder zweite, jenachdem die Zahl d=p — q ungerade 

oder gerade ist. Dabei bezeichnen S, 9K, ••• ©, % und ß, 9W, • • • SB, 333 

*) Falls wir nämlich die Operationen des § 4. ans bereits ausgeführt vorstellen. 

11* 
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zwei Constanten- Heiken , die in ihren letzten Gliedern von einander ab- 
weichen. Um die Entwicklung dieses letzten Productes P p Q q in vollständig 
fertiger Gestalt zu haben, braucht man schliesslich nur die Gleichung (11.), 
resp. (12.) mit der Gleichung (9.) durch Addition zu verbinden; woraus er- 
sichtlich, dass die Entwicklung dieses Productes sowohl die P als auch 
die Q enthält. 

§ 5. a Dieser Paragraph enthalt einige beiläufige Betrachtungen, und 
zeigt z. B., dass unter den gefundenen Entwicklungen als ganz specieller 
Fall auch folgende enthalten ist: 

§ 6. Aus den Entwicklungen für die Producte Y=U p V q werden, 
mittelst der Formel (3.), analoge Entwicklungen abgeleitet für die Producte 
Z=*U p$1 V q%lf nämlich Entwicklungen, die ebenfalls nach den Kugelfunc- 
tionen fortschreiten. So ergiebt sich z. B., parallel zur Formel (8.): 

folgende Formel: 

wo die neu hinzutretenden Coefficienten definirt sind durch: 

de.) fr . , )a = »fr + i) + »(»±i) -*<> + ») . 

§ 7. Die für die Kugelfunctionen TJ P und V q geltenden Differential- 
gleichungen führen zu der Formel: 

(17.) V^^^\i-f(^i\i-9(a + i)u p v 9 )d0A 

und diese Formel ihrerseits führt zu einer gewissen Entwicklung des Pro- 
ductes U p V 9tl , jedoch zu einer Entwicklung, welche nicht mehr nach Kugel- 
functionen, sondern nach den abgeleiteten Kugelfunctionen ersten Grades 
fortschreitet. So z. B. erhält man, parallel mit (14.), (15.), die Formel: 

(18.) PP al ^&«P ,1+7^7^^, ... + J^ ßp 

v ' P «i* s(8-\-l) *' 1 (« — 2)(s—l) *-2,i ' d(d-\-l) «i 1 ' 

wo die Coefficienten (fi, v)x wiederum durch (16.) definirt sind. 

§ 8. Die Uebereinstimmung der Coefficienten St, 33, ©, • • • Ä in den 
beiden Entwicklungen (8.), (9.) führt zu der Formel: 



j 



+ i 

•P(z)P(z)dz 



— z 
-1 
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und in analoger Weise ergeben sich noch andere, ahnliche Formeln, die 
ebenfalls zwischen den Kugelfunctionen resp. den abgeleiteten Kugelfimctionen 
Beziehungen darbieten, die sich mittelst bestimmter Integrale ausdrücken. 

Tabellarische Uebersicht. — Die zunächst folgenden acht Tabellen A, B, 
A', B', C, D, D', D" sollen nicht nur einen Ueber blick gewähren über die 
Formeln, zu denen die vorliegenden Untersuchungen schliesslich hinleiten, 
sondern auch dazu dienen, um bei meinen Expositionen mich hin und wieder 
kürzer fassen, und lästige Wiederholungen vermeiden zu können. — 
In den Tabellen A> B findet man dieselben Formeln wie in A', B',.aber 
jede "Formel in umgekehrter Anordnung. Demgemäss sind die constanten 
Coefficienten in A, B mit 

(A, B.) «, 8, «,.■••*, 3, «, resp. o, b, c, • ■ • $, t, f, 

hingegen in A', B' mit 

(A', B'.) £, 3, $, • ■ • (£, 93, 91, resp. t, i, $, . • . c, b, a 

bezeichnet. — Aehnlich ist die Beziehung der Tabelle D zu den Tabellen 
D' und D". So z. B. findet man in D die schon in (11.), (12.) erwähnten 
Formeln mit den Coefficienten 

(D.) &, *R, 91, • - • SR, ©, X und 2, W, tt, • ■ • U, 93, 9B, 

von denen die eine oder die andere anzuwenden ist, jenachdem d ungerade, 
oder gerade. Die Tabelle D' giebt die erste dieser beiden Formeln in um- 
gekehrter Anordnung, also versehen mit den Coefficienten: 

(D'O %, @, Dt, • • • W, 2R, £; 

und ebenso giebt die Tabelle D" die zweite der beiden Formeln in um- 
gekehrter Ordnung, also versehen mit den Coefficienten: 

(D".) », 8, U t • ■ ■ SR, 9K, $3. 

Noch sei bemerkt, dass in den Tabellen Gebrauch gemacht ist von 
den schon erwähnten, durch (16.) definirten Zahlen ((*, v) x . Auch sei 
bemerkt, dass unter f(n) die durch die Formeln: 

/•(0)-f(l)-l, 

(19.) f = 1 - « ■ 5 • ■ ■ ( 2 n — 1) 

fW 1-2-3-n 

definirte Function zu verstehen ist. Endlich sei bemerkt, dass das Argu- 
ment der Functionen P n , Q n , P n ,i, (? Äj i in unsern Tabellen stets ein und 
dasselbe, und mit a bezeichnet ist. 
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Tabelle A. — Entwicklung der Producta PP. 

Die Formeln (1.), (2.), (30* (4>) Bind gültig für p>g, und umfassen demgemäss die Formeln 

(5.), (6.)i (7.) als specielle Fälle. 



(1.) 


P 9 


(2.) 


P P 


(3.) 


P» 1 9 



(*■) 

(6.) 
(6.) 

(7.) 



= «p.+»p,_ 8 + ep,_< + s>p._ 6 



+ *P d , 



(p, 2). **, + (?, 2),-,a-P._2 + (p. i\.^P.-i 



+ (p, 2)*»-^, 



<••*>. «*> , (*- 2 .^, 



8 






(*> q), 



(*-«,«\ 



P P P I. 1 ~ « (8 + 1) Ä P «. 1 + (8 - 2) (8 - 1) 8 P «-*. » 



(*, P), 






<l(d + l) *•* ' 



[Pj* = aP 2i> + bP 2p _ 8 + cP 2p _ 4 + bP, p _ 6 + !P , 

[^P,l]*=- (P. P)*, tP ip + (P. ?)»„-» 6P 2 P -* +(P. P)o* p o • 

p ,,i p , = i[ oP .p,i+ bi V«,i+ cI V«,i + lP o,,]- 



Die Coefficienten vorstehender sieben Formeln sind angegeben in (or.), (ß.), (y.), (£.)» (*•) un< * (£•)• 



«=/(?) « 



[ Vergl. (19 ) , Seite 86.] 



(«•) { 



(2p+l) (2p + 3)...(2j— 1) /(«) f 

* - * (I) (§7=1) («T-i) (^^r 1 ) { Htt 1 ' 

ff » /l-3\ / 2p(2p-2) \ / 2 ? (2 q - 2) \ / (2 * + 1) (2 t - 1) \ f 2 * — 7 j 

\2 • 4/ \(2 p — 1) (2p — 3)M(* Q — 1) (* <? ~ »)/ \ 2 * (2 * — 2) / l S * + 1 I * 

jj M /l_l8^J5\ / 2p (2p -2) (2p — 4) \ / 2 g (2 g — 2) (2 g - 4) \ /(2_s + 1) (2 1 - 1) (2 t - 3 \ j 2 * — 11 1 
8=3 \2 • 4 • 6^ \(2p — 1) (2p — 8) (2p — b)J \(2 q — 1) (2 q — 8) (2 q — 5)/ \, 2 * (2 * — 2) (2 « — 4) llh+lj' 

/ 2p(2p-2)-. 1 (2d_ I f2) \ /(2* + l) (2« — l)--(2p + 8) \ f 2d + 1 1 
\(2p — i;(ip-3). -~(2 <*-£!)/ \ 2«(2a — 2). ■ -(2p+2) )\2s+ll 

NB. Die Coefficienten (y.), (#.), (e.), (f.) sind berechnet auf Grund der in (16.), Seite 84, 
für (ft, v) x gegebenen Definition. 



(y.) 



GehSrig zu (Tab. A. 2) und (Tab. B. 2). 

(P. 2),«=— P2. 
(P. 5) # _j = -(P-2)(2-2) + 1-3, 
(P, 4),_4--(p-*)(«-4) + 2-5, 

.(P. 2)._i (P-*)<«-i) + i*(l+«. 



•) 



Zu (Tab. A. 3) und (Tab. B. 3). 

(*, P) g =P (»+!). 
(*-2, P), =(p-2)(8+l) + 1.8, 
(«-4,P),-(P -*)(« + !) + 2 -5, 

.(«-*, P),-(P-*)(« + l) + i*(l + l) 
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Tabelle B. — Entwicklung solcher Producte QP, in denen der Index von 
Q der grössere ist, resp. beide Indices einander gleich sind. 

Die Formeln (1.), (2.) gelten für p>q, und umfassen daher die Formeln (6.), (6.) als specielle Fälle. 
Hingegen sind die Formeln (3.), (4.) nur gültig für p><j, und bedürfen für jo = <j, wie ans (7.), (8.) 

ersichtlich, einer gewissen Abänderung. 

(i.) «,-?,,=««, + »«._, + ««,_< + »«._« + *£,. 



(8.) 



(*. P), 



(« - 2. P), 



Qp^^^sis+l)*^' 1 "*"(* — 2) («— l)®^'" 2 ' 1 



(«*. P) 



+ d(rf + l) fiÖ «M , 



(*•) 



OP = ( *' 8) "«0 4. ( * _ !li^_«0 I (d,q) " SO ■ 



■(P,J>)» J ,a^ + (p,p)g i ,_gbCx / ,_j + (P« P)o l Qo> 

'— 1 «0,1 +*[««!,,! +*«!,- 1,1 •■•• + ««0,l]- 

Die Goefficienten vorstehender acht Formeln sind angegeben in (a.), (ß.), (y.), (#•), (*.) und (f.). 



(6.) 


x i> J> 


(6.) 


Qp,i. P p,l 


(7.) 


Qp,i p p 


(8.) 


Q P P r,i 



tf.) 



0=/(p) 



[Vergl. (19.), Seite 85.] 



(2p+l)l2p + 3)..(4p — 1) /(2p) ' 

csa / 1S \ / 2p(2p-2) \»/ (4,p + l) (4p-l) \ (4p-7l 
\*.4/V»i> -l)(2j>- 3)/ \ 4p(4p-2) JUp~+ll' 

b = <t / l • 8 ' 5 \ / 2p(2p-2)(2p - 4)_\» / f4p+l)(4p-l)(4p-3) \ I 4p-ll \ 

\t>A>6j\(2p-l)(2p-3)Pp-S)} \ 4p(4p-2)(4p-4) /Wp+ll' 



r=*a 



/_2p (2 p — 2).. -2 \ /(4_M- l) (4j>— l).--(2p-f- 3)\ f 1 1 

\(2p — l)(2p — 3, .-.1/ \ 4 p (4 p — 2)- . M 2p + 2) / Up+ll ' 

• • • nichts Anderes sind als die specialen Werthe von 



NB. Man beachte, dass a, b, c, 
&, 83, (£, ••• für p*=*q. 



(«0 



Zn (Tab. A. 4) und (Tab. B. 4). 

(«» «),—«(« + !). 
(«-2, a) p -(«-2)(«4-l)+l-3, 

(•-*,«),-(a— *)(« + ») + >•«, 



(M < 



Zu (Tab. A. 6) und (Tab. B. 6). 

(P,P)tp — —p'i 
Ü»,lOi,-i— -(/» — *)*+ !•». 
Ü», P) tp -i = -(P-V + *-6, 



.(P.l>)i,_i--(l»-*)* + 4*(* + l) 
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(10 

(2.) 
(8.) 

(*•) 

(6.) 
(6.) 
(7.) 



Tabelle A'. — Entwicklung der Producte PP. 

Die Formeln (1.), (2.), (3.)> ( 4 -) sind gültig für p>g, und umfassen demgem&ss die Formeln 

(6.), (6.), (7.) als specielle Fälle. 

P p,l P q ,l = (P> 2)d® P d + (j>> 2) rf + 23 P rf + 2 + (i>, «)d + 4& P d + 4 +(P> *),* P ,> 

pp = * flP v -r- > */p ^ p 4- y gf 

^ 9» 1 d(d+l)*^<M + (rf + 2)(d+3)^ d + 2 ' 1 ^S (*+l) , « 1 ' 

[ P p,ir = ^'-P)0^0 + (P^)2^2 +(P.P)«,«^lp, 

P p,i P P = U fP o,i + i p 2j i + *P 4 , i ■••••• +^l, f l]- 



Die Coefficienten vorstehender sieben Formeln sind angegeben in (a.), (ß.), (y.), (#•)> (*•) un< * (?•)• 

rd-f i)(d + 2) 



• -/(») 



(2d + 3) <«d + 6).- <**+!) Q7+l)/(p+l) ' LVerg1 ' (190 ' ^^ 85 ' J 



(«•){ 



3 ~® (2) (2^ + 3) (29-1) (2^+2) \2dTi} • 

fi = « /Ll 3 \ /(2i> + 8) (8p + 4) \ / 2 q (2 g - 2) \ / (2 d + 1) (2 d -f 3) \ f 2rf + 9 1 
V \2.4/ V(2p + S) (2/> + 5)M(8?-l) (2?-3)/ \(2 d + 2) (2 d + 4)) \ 2 d + 1 I ' 

ffl = ft Z 1 ' 3 • 5 \ /(gp + 2)(2p + 4) (2p+6) \ / 2 9 (2g-2)(2 g -4) \ /(2_d + 1) (2 d + 3) (2 d + 5)\ ( 2J+13 l 
\2 • 4 • 6/ \(2p + 3) (2p + 5) (2p -f- 1)) \(2 g — 1) (2 q - 3) (2 q - 5)A(2 <* + 2) (2 d + 4) (2 d + 6)/ l 2 rf-f 1 ) ' 



W = ft / (*P + 2)(2p + 4)-..2« \ / (2d+l)(2d+3)-.-(2p -l)\ f 2j-f-l ) 
\(2j> + 3) (2p + 5).-(2«+l)/ \ (2d+2)(2d + 4) 2p /Urf + ll* 



2p / l2d + 

NB. Die Coefficienten (y.), (#.), (f.)* (?•) sind berechnet auf Grund der allgemeinen Formel 
(16.), Seite 84. 



(y) 



Gehörig zu (Tab. A'. 2) und (Tab. B'. 2). 
(P.ff)* 8 - ff(p + l), 



w 



Gehörig zu (Tab. A\ 3) und (Tab. B'. 3). 

(ä,P) q =d(p + l), 
(* + *,!%— *(p + 8) + l-8 f 

(<* + 4,p) gS =d(jp + 6) + 2.5, 



l(j>, *) rf+ 2-(g-«(p+i+i)+i*(i+i). 



^ + 4.p) f -ÄCp + x + H + iX(i + i) 
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Tabelle B'. — Entwicklung solcher Producte QP, in denen der Index von 
Q der grössere ist, resp. beide Indices einander gleich sind. 

Die Formeln (1.), (2.) gelten fttr p>q, und umfassen daher die Formeln (5.), (6.) als specielle Falle. 
Hingegen sind die Formeln (3.), (4.) nur gültig für p>j, und bedürfen für p=<jr, wie aas (7.), (8.) 

ersichtlich, einer gewissen Abänderung. 



(2) 
(3.) 

(*•) 

(6.) 
(6.) 

(7.) 
(8.) 



9 ft i p 4 i-(p.^*ed+(?.«) J+ j3^ + ,+(p. q) d+l $Q d+i + (p, q),*Q„ 



(.d, p) 



(d + 2, p). 



^M P t ~ d (d + 1) * ^. l + (d + 2)(d+8) 3 ^<» + M 

qp __£.'.** ao i ( d + 2 'g>P * ö 

V i> ftl <J(«*+1) V *» " r (d + 2)(d + 8) ^Vi + M 









Die Coefficienten vorstehender acht Formeln sind angegeben in (a.), (£.), (v). (*-)i (*•) un< l (£•)• 



(W 



\2/ U*J>-l)(2p+l)(«p + S)/ l 1 /' 
|= /'»W (»p-2)2p(2p + 2)(»J> + «) \ (9.1 

* \2iJ \(ip-a)(ip-i)(*p + i) (*p+3)(ip + i)f l l / ' 

n ■ 3- t y 1 (2p -4) (2p - 2) 2 p (»p+ 2) (2 p + 4) (8p + S) \ I IS 1 

B V*-*- 6/ \(*P-»)(*P — S)(2p-l)(2p + l)(2p + S)(Sp + 5)(Sp + 7)^ l 1 I ' 

.-' « (^-SHv^Tj) • LVergL (">•), Seite 85.] 
NB. Man beachte, dass die in diesen beiden Tabellen Ä und B' vorhandenen Coefficienten 
Ä, 3, • • • 93, & und f, i, • • • 6, a, abgesehen von der Reihenfolge, identisch sind mit denjenigen Coef- 
ficienten Ä, 93, •• 3, ß, und a, b, •••i, I, welche in den beiden vorhergehenden Tabellen A und B 
sich vorfinden. 



(«•) 



Gehörig zu (Tab. A'. 4) und (Tab. B'. 4). 

(d, 9) p = — <*«. 

(Ä + 2,«) p d( 4 -2) + 1.8, 

(* + *, 2)p <l(«-4) + ».5, 



(J.) 



Gehörig zu (Tab. A'. 6) und (Tab. B\ 6). 

f(P.l>)o-P(P + l). 
(P. P)»=(i»-2)(P + 3) + l-3, 
(P.P)4-(P-4)(P + 6) + 2.5, 



Neu mann, Kugelfunctionen. I. 



/.p,p)i~(p-*)(p+;i+i)+ii(i+i)- 



12 
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Tabelle C. — Entwicklung der Producta QQ. 

Die Formeln (1.), (2.), (3. 4) sind gültig, einerlei ob i>> j, oder ■— j, oder <g ist, und umfassen 

demgem&ss die Formeln (6.), (6.), (7.) als specielle Fälle. 



(1) 



(«•) 



ft,«,-Ae. +1 + BC. +5 + r«, +ft + 



in inf. , 



^,i«,.i-(P» i). + iA« f + I + (l», 9). +S B^ + , + (i), 3), + 6 re, + 5 + in inf., 



(* + l,P> 



(» + »,P)< 



(3 - 4 ") ^^°- (, + l)( < + 2) A ^^M + ( < , + 3 )( < , + 4) B g^», t + iBinf ' 



(6.) 



(«•) 



(7.) 



1 



Die Coefficienten vorstehender sieben Formeln sind angegeben in (er.)» (£•)» (y>) und (*•). 



(«•) 



2 



(»P + 3) {2p + 6) • • • ( 2« + 3) ö Ä Q + 2)/(«+2) f . -. 

* (F+i)/C# + i)-(« + i)/(«+i) • LVergl. (19.), Seite 8o.| 



o a /l^ llL±*\ i*±±*\ (*JL±A\ i 2 « + 7 \ 

r 4 A- 8 \ / (3/>H-»)(8l>4 -*)\ / (2g + 2)(2g + *) \ / (** + 3) (2 * + 5)\ f « «+" \ 
1 SA \2.4M(<P + 3)(2l» + 5)/\(2« + 8)(29H-5)M(<« + *)(2« + «)/ l »"• + » J ' 



{Man erkennt ans den Formeln (er.) auch unmittelbar die Werthe von «r, ß % y, • • •, d. i. 
diejenigen Werthe, welche A, B, r, • • • annehmen für den Specialfall p*»g. 

NB. Die Coefficienten (y.), (8.) sind berechnet nach der Formel (16.), Seite 84. 



(y.) 



Gehörig zn (Tab. C. 2). 

((P, «).+ , (P + lNÄ + 1). 

Ü»i*>,+i--Ü» + »)(f + ») + »■«, 
(P, «). +B --(P + 6 )(9 + 6) + 2 6. 

,(P. 9).+a (P + *)(«+*) + 4 (i - l)X 



Gehörig zu (Tab. C. 3, 4). 

f« + l.P)j-(p + l)(* + l), 
(* + 3.P>,-(P + 8)(«-j-l) + l-S, 

(*+6.P)j — (p + 6)(« + l) + 2-6, 
.(« + 1,P),-(P + D(«+ !) + *(*- 1)1 
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Tabelle D. — Entwicklung solcher Producta PQ, in denen der Index von P der grössere. 

Die hier anzufahrenden Formeln (1.), (2.). (3.), (4.) gelten, wenn p>q, nicht aber, wenn p — g igt. 

Sie besitzen, falls d — p — 3 ungerade ist, folgende Gestalt: 

(i.) p pQ,-Qp p t +.* p ä-i + **Pä-3 + nPä-& + «',+w„ 



(<*-!, 9), 



(d - s, 9 ), 



(2, 9), 



2« 



und andererseits, wenn d = p — q gerade ist, folgende Gestalt: 
(1.) P pQ,-Qp P o +S p a-i + ** p a-» + * P ä-5 + «P, + »P lt 



(20 P p ,iQ t ,t-Q P ,i p 1 ,i + ^ 9) rf -iSP < ,_i + 0>,«) d _ J SKP (l _ s 



+ (P.8) 8 *Pj + (J>,«) 1 ®P 1 , 



(3.) p*,«,-«*.'. +7a^ T iap,_ M + ( ^ 1 ^ 2l »p rf _ 8il .... + - 3 ^8P M + ^»P M -|, 



W-1,9) 



(d - S, q) 



(3, 9). 



(1, 9), 



3 



wo q zur Abkürzung stellt für \\ — a* . Die Coefficienten dieser Formeln, welche, jenachdem d 
ungerade oder gerade ist, mit ß, SK, 91, ■ • • 91, @, X, oder mit 8, SR, 91, • • • U, $, SB bezeichnet 

sind, besitzen die ans (a.) ersichtlichen Werthe. 



<o< 



8: 

SR 
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2 (2rf~l)(2d+l) 

'2?+2) 



(2/>-l) 



*/(*) 



••J> (*?+0/(9)-/(rf-l)' 

s /L\ / *p \ (U+l\ (i±zl) !l±zl\ 

/l-8\ / 2p(2p-2) \ / (*g + 2)(*g + 4)\ / (2 d - 1) (i rf - 8)\ f 2 

*- \».«/\(*ji-l)(«j»-l)/l(!j + S)(lj + ö)/ \(2d-2)(2d-4)/ 12 



[Vergl. (19.), Seite 86.] 



<* — 



=-}• 



* _ fi / ' -3-(d-») \/ « p (S p - S) • • (, + 3) \/ (i t +»(I > 4-«)..(«— l)\ / («rf— !)(«<<-»)■ -(rf+») \ l 1 > 

\* •*••(<* — 1)A(*P - i)(*P — »)■•(« + *)/\ (* 9 + ») (* « + »)•• » /\(*<J— *) (»<*—«) • • (<*+W l *«*— 1 J ' 
_ fi ( l-a--(d — S) \( tp (ip-i) ■■(, + *) \ /(8? + t)(» t + «) -.(i— 2) V(» J— !)(«<! — ») --(<*+»)\ { 3 1 

. V*-*--(<<— s)A(*j»— m*p— »)--(»+s)A(*94-s)(*j+5) •■ («— i)A(2<*-*){*<*-4)--(d+t)/i*d-ir 

NB. Die Coefficienten (f.), (>j.), (■&•.) sind berechnet nach der Formel (16.), Seite 84. 



tt){ 



Gehörig zn (Tab. D. 2). 

f(P.9), I - 1 —i'(9+l), 
(P,9)„_j'=(P-2)(4+3)-tl-3, 

(l'.9) rf _6=-(l'-*X9+5)+2-5, 



(>?•)< 



(ft 9)„_ * = (?-*+*) (9+*) + 

+ *(*-!)*• 



Gehörig zu (Tab. D. 8). 

(<i-3,p) ? =d(p-2) + l-3, 
(d-6,p),=.i(p-4) + 2.6, 

<<i-i,*V-*(p-a + i) + 



(••)< 



Gehörig zn (Tab. D. 4). 

[{d-l,q\ <*(9+l), 

(d-S.aV— d(«+3) + l-3, 
(<*-5,9)„ d( 2 +5) + 2-6, 



(d-l,q) v d(q+l) + 



+W-i)l. 



12 
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Tabelle D'. — Entwicklung solcher Producta PQ, in denen der Index 

von P der grössere. 

Die Formeln (1.), (2.), (8.), (4.) gelten, wenn p — q ungerade, und >0 ist. 



(!•) 



*.«.-«.*. +%* 9 + 9P, + *P t 



+ 8^-i. 



(2.) P, )i e ftl -^,i^, 1 + (A«)oSi > +(P»9)t® p » + (i'.3)4* P 4 + (P.9)d-»2-P,,_,, 



(8.) 



2« . ( 2 >P> 



(4,p), 



* Ä .«f-«*» p t -T + ^f® p v + T^-* p M + 



^ (<* - l)d <*-».!• 



(40 



2« . (2,2) 



(4, 5), 



tf-l,t>. 



',«;» -«,*.! +T + -rf «'M+xf " p v+ ••• +(fnji**<-i..» 



wo 9 zur Abkürzung steht für yl — o*. Die Coefficienten dieser vier Formeln sind angegeben in 

(«.), (ß.) und (y.). 



<«■){ 



6 



/ (d-1) (d-3) \ /(d + 1) id + 8) \ / *(*-») \ /(» + *)(* + *)\ J ^ J 



/ (rf- !)(<*- 8)-. 2\ / (rf + l)(tf+3)..(2d-2) \ / J ( J ~2)-.(8g + 3) \ / fr+2) fr + 4) ■ . (2j>-1) \ f 2<f— 1 1 
k Vd-2)(d-4)..lA(rf+»)(rf+4)"-(»rf-l)/V*-lH*-3)..(2 2 +2)/ V (* + 3)(« + 5)..2p /l 1 )' 



NB. Man beachte, dase diese Coefficienten $, @>, ft, • • • 91, SR, ß, abgesehen von der 
Reihenfolge, identisch sind mit denjenigen Coefficienten 2, SR, 91, ••• SR, 6, £, welche in der 
vorhergehenden Tabelle D. sich vorfinden. 

■ 

NB. Die Coefficienten (/?.)> (y.) sind berechnet nach der Formel (16.), Seite 84. 



m 



Gehörig cn (Tab. D'. 8). 

f(0,J>),=-i <*(« + !), 
(2, p) 8 -id(« + l) + l-8. 
(4, p),-l«l(« + l) + 2.6, 

.(*.P),-i<*(*+l) + i*(* + l> 



(y.) 



Gehörig zn (Tab. D'. 4). 

f<0, «V --*«!(•+ 1), 
(2, «),=-* <*(« + l)+l-8, 
(4. 5), id(« + l) + 2-6, 

1(1, «)„--i<*(«+l) + ±l(l + l) 
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Tabelle D". — Entwicklung solcher Producte PQ, in denen der Index 

von P der grössere. 

Die nachstehenden Formeln (1.)» (2.), (3.)> (*0 gelten, wenn p — q gerade, und >0 ist. 



(i.) p„e -e B p„ +sbp 1 +«p,+iip 5 



+ 8^1-1. 



(2.) P ftl ^ 9il - ^ t P ftl + (p, 9 ) x SB P t + (p, 9 ), * P„ + (p, «>„_ , 2 Pj- , , 



2 . (1, P), 



(3, P), 



(ß-l,p) t 



(»•) 'm«,-«*!*. -j+Ti ,,, M+T4 I "v + , -+ w-ijs 1 "'-.!. 



2 . (1. 9), 



(3, 2), 



(d-l,q), 



M *,«*i-«,'*i +; + -rT 8BP M + ^4 ,, ® p v + --+iJznyd---M. 



8P. 



-wo « eur Abkürzung steht für Vi — •* . Die Coefficienten dieser Tier Formeln sind angegeben in 

(*.), («.) und (fr). 

_ 9 . 4 •<*(» + 1) 



(*•) 



e 

u 



(d-i)(<j+i) < (»+*)' 

_, M -»)(<<- 4) \ / (<>+») (it+4) \ /(« -!)(«- 5) \ / (. + »)(« + 5) \ f 11 » 
W — »)(<* — »)/\« + »)<*+W W-*) <* — «>/ V» + *> (« + «)/ l » J ' 



_ so /(< — »)<*—«)•• » \ / (*+»)«+«)••(»«» — 1) \ /(«^ 1) (»-» ) • • (* i + »\ / (« + 3)(» + 5)-(»j,— 1) \ | »<<-l 1 
, W — »)<<« — 5) ••l/\(«l+») (<« + ») ••(»<*— D/W — '*)(»-4")--"(2« + 2)/\ ,, + 4)1« + «)- -Hji /l » I 



NB. Man beachte, dass diese Coefficienten SB.SS, U, •••SR, 8R,£, abgesehen von der 
Reihenfolge, identisch sind mit denjenigen Coefficienten 2, 3R, 9?, •••!!, S3, SB, welche sich vor- 
finden in der Tabelle D. 

• NB. Die Coefficienten (s.),'(f.) sind berechnet nach der Formel (16.), Seite 84. 



(«•) 



Gehörig zu (Tab. D". 3). 

(3, p) 9 -i«»(«+l) + 2-3, 
(P,P\ -id(«+l) + 8.5, 



(£•) 



Gehörig in (Tab. D". 4). 

{(l,q) p =--ld(s+\)+l-i, 
(3, «) p - — id(*+l) + 2-3, 
(5, 4), = -\d(8+ l) + 8.5, 

.(*,«)„ = -*<* (*+i) + l(* + iH 
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§1. 

Aufstellung einer linearen Differentialgleichung vierter Ordnung, welcher das 

Produot zweier Kugelfunotionen Genüge leistet. 

Es sei: 

(1.) Y=UV, 

wo U, V definirt sein mögen 

durch die Gleichungen: oder (was dasselbe) durch 1 *): 

Zur Abkürzung mögen nämlich die Constanten p (p + 1) und q (q + 1) und 
die Function (1 — a 2 ) respective mit A, B und f bezeichnet sein. Dabei 
sei vorausgesetzt, dass p und q irgend welche Zahlen aus der Bähe 0, 1, 2, 
3, 4 repräsentiren. — Aus (1.) ergiebt sich sofort: 

fY'*=U.fV'+ V,fU', 

und hieraus folgt durch nochmalige Differentiation und mit Rücksicht auf 
die Gleichungen (2.) und (1.): 

(30 *^P = -(X + 2?)Y+2Z, 

wo Z den Werth hat: 

(4.) m Z = fU'V. 

Aus (4.) folgt: fZ=*fZT'fV\ und hieraus durch Differentiation, mit 
Rücksicht auf (2.): 

(5.) <!J0} sss --fU'.BV--fV'-AU, 

und durch nochmalige Differentiation: 

(6.) ^Jr-ß =2ABY-(A + B)Z. 

CO 

Die gesuchte Differentialgleichung für ¥ wird aus (3.) und (6.) durch 
Elimination von Z erhalten werden, mithin lauten: 

oder, falls man beachtet, dass f=*l — o 2 , mithin f' = — 2 a ist: 

*} Die Accente deuten überall Differentiationen an nach der Variablen o. 
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M £ (' ,J fF) + ' « + * ^7^ + u - V r - . . 

Das erste Glied E dieser Gleichung ist, wie man leicht erkennt, folgender 
Transformation fähig: 

v d ( f d* (fY')\ 9 d(fY') »■ <fY') 

£ ^rüV"d^~) ~ 2 "dir - 2a ~dir~' 

und durch Substitution dieses Werthes in (7. b ) ergiebt sich: 

( 7 - c )^(/ P ^J^ ) ) + *^^ 
oder, kürzer geschrieben: 

£<'3£ l )+'<«-» , -*?+"-"(«'+ !: £ 3 ). 

wo alsdann K, H folgende Constanten bezeichnen: 

K-A + B=p(p+l) + q(q+l), 

H=(A-By-2iA + B) = [p{p + l)-q(q + l)y-2[p(p+l) + q(q+l)]i 

während f zur Abkürzung steht für (1 — c? 2 ). 

Nach ihrer Definition (2.) sind TT und V Kngelfunctionen. Mithin ist 
Y= U V (1.) das Product zweier Kugelfun ctionen, während andererseits 
der Ausdruck Z = f ü' V = (1 — o*) U' V (4) das Product zweier abge- 
leiteten Kugelfunctionen reprasentirt. Eine Differentialgleichung für dieses 
letztere Product Z kann ebenfalls leicht erhalten werden, nämlich durch 
Elimination von ¥ aus (3.) und (6.). Sie lautet: 

oder, ein wenig anders geschrieben: 

wobei beachtenswerth, dass die Gleichungen (7. a ) und (8. a ) nur in ihren 
ersten Gliedern sich unterscheiden*). 



*) Man kann die Differentialgleichungen (7.»» b » «i d ) und (8.»« b ) in folgende Form bringen: 

(1 — ff 2 )* Y"" - 10 ff (1 - ff») Y'" + [2 (A + B) (1 — O — 8 (1 — 3 ff*)] Y" - 

- 6 (A + B - 2) o Y' + [{A - 2?)* - 2 (A + B)] Y = , 

(1 — ff*)* 2"" — 10 ff (1 — ff*) £'" + [2 (A + B) (1 — ff*) - 8 (1 — 3 ff*) — 4] Z" — 

— 6 (A + £ - 2) ff ÜP + [(A — B)* - 2 (A + B)] Z = ; 

woraus hervorgeht, dass die beiden Gleichungen unter einander identisch sind, abgesehen vom Coeffi- 
cienten des dritten Gliedes. Denn dieser Coefficient ist in der zweiten Gleichung um 4 kleiner als 
in der ersten. 
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Die Kugelfunctionen U und V, welche den beiden Differentialglei- 
chungen (2.) Genüge leisten, sind respective P p (ff), Q p (v) und P q (p) 9 Q q (o); 
woraus folgt, dass die vier particidaren Integrale T der von uns aufgestellten 
Differentialgleichung vierter Ordnung (7. a » b » c » d ) dargestellt sind durch die 

vier Producte: 

(9.) P p P q , Q p Q q , Q p P q , P p Q q - 

Der Specialfall: #==#. — Wiederholt man die eben angestellten De- 
ductionen für den Specialfall p = q , mithin A = B , so ergeben sich ge- 
wisse Vereinfachungen. Denn die Gleichungen (3.), (5.) nehmen in diesem 
Falle die Gestalt an: 

d{fY') 



oa 

d(fZ) 



= -AfY'i 



da 

woraus durch Elimination von Z folgt: 

(io.) £(,*<£I2) + 4^r-.r)-o. 

Man erhält also in diesem Specialfall jp = gr fttr das Product ¥= UV nicht 
mehr eine Differentialgleichung vierter Ordnimg, sondern eine Differential- 
gleichung dritter Ordnung, womit in Einklang steht, dass die in (9.) an- 
gegebenen vier particularen Integrale für p =» q sich auf drei reduciren. — 
Uebrigens kann man diese Gleichung dritter Ordnung (10.) nicht direct 
aus der ursprünglichen Gleichung vierter Ordnung (7.*» b > c > d ) ableiten. Denn 
setzt man z. B. in (7. b ) die Constanten A und B einander gleich, so erhält 
man eine Gleichung von der Form: 

-ö— = , d. i. ß =» Const. 

da 

Diese Gleichung Q = Const. verwandelt sich aber in (10.) erst dann, wenn 
man die Integrationsconstante Null setzt. 

§ i. a 

AufsteUung einer linearen Differentialgleichung, welcher die n te Potenz einer 

Kugelfunction Genüge leistet. 

Sind U 19 Ut, • • • U n irgend welche Lösungen der in (2.) genannten 
Differentialgleichung 

(«o d Jfp + AUsssQ 

da 
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so ergiebt sich, wie soeben gezeigt wurde, für das Product Y= C/i U t 
eine lineare Differentialgleichung dritter Ordnung. Und ebenso ergiebt sich 
alsdann, wie sogleich dargethan werden soll, für das Product Y= U x U 2 U z • • • U n 
eine gewisse lineare Differentialgleichung (n + l)* r Ordnung. 

Wir betrachten zunächst den Fall , dass U 1 , U %9 • • • U n alle unter 
einander identisch, etwa = U sind, mithin 

und setzen zur Abkürzung: 

(y) n(n-l)(n — 2)ü rn " s (/ , ü'') 3 — S , 



n (n — 1) (n — 2) • • 2 • 1 C/° (/T/) B — B . 

Die erste dieser Formeln lasst sich so schreiben: 

l ° ' da f ) 

oder auch so: 

♦ 

und hieraus folgt durch Differentiation nach a, und mit Rücksicht auf («.): 

y*± = nU n - l (--AU) + n(n-l)U n -* U' (fU), 

oder, mit Hinblick auf die Formeln (/}.), (y.): 

In analoger Weise ergiebt sich durch Differentiation der zweiten Formel (y.) : 

und man gelangt in solcher Weise durch Differentiation der Gleichungen (y.) 
d. i. durch Aufstellung der (zum Theil schon angegebenen) Formeln (d .), 
(*!•), (d 2 .), (<J S .), ••• (<?„.) zu folgendem übersichtlichen System: 



*) Die Differentiationen nach a sollen promiscue bald durch Accente, bald dnrch das reguläre 

Zeichen ~— , bald auch dnrch ein blosses d angedeutet werden. 
o c 

Neumaun, Kugelfunctionen. I. 13 
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/[gr+ o] -0,, 

/•[£ + 2 (» — 1) Ä * ] = Hier "*• wie auch weiterhin "» den 



(«•) /P <** + 3 (n - 2) A 0,] -0,, 



Formeln (A.), (B.), (C), (D.), das d 
zur Abkürzung gesetzt für ~— . 



wo der erste Factor des vor A stehenden Zahlenproductes von 1 bis n 
steigt, während der zweite von n bis 1 sinkt. Eliminirt man aus diesen 
(n + 1) Gleichungen (e.) die n auxiliären Grössen O x , 4> 2 , • • 4> w , so erhält 
man die gesuchte Differentialgleichung für Y. 

Um die Resultate, zu denen man in solcher Weise gelangt, über- 
sichtlich auf einander folgen zu lassen, schreiben wir zunächst die Differential- 
gleichung (a.) von Neuem hin: 

(A.) dfd U + A ü — 0, (wo d steht für ^\ , 

welcher genügt wird durch die Kugel function p 1 " Ordnung, d. i. durch TJ = P P (p) 
oder TJ=* Q p {o). 

Setzen wir nun in (*.) die Zahl n — 2, so ergiebt sich: 

f[dY + o]-+ l% 

d 0, + 2 • 1 4 2 = , 

woraus durch Elimination von Q i9 <t> 2 folgt: 

(B.) dfdfdY + A(2dfY+2fdY) = 0. 

Diese Formel repräsentirt also diejenige Differentialgleichung dritter Ordnung, 
welcher genügt wird durch y= JJ % , d. i. durch die zweite Potenz der Kugel- 
function. In der That bemerkt man, dass diese Gleichung (B.) identisch 
ist mit der schon früher in (10.) aufgestellten. 

Setzt man ferner in (e.) die Zahl n = 3, so erhält man: 

/pr + o]-0 lf 
f[0*. + 1-3-4 r]-* fl 

f[d* t + 2.2-4 0,]=- 8J 
d 3 + 8 . 1 A 0, « ; 

woraus durch Elimination der Q l9 <t> 29 O s sich ergiebt: 

(C.) . cfdfdfdY + A{3dfdfY + tdffdY+SfdfdY) + A*(9fY) = 0. 



— 99 — 

Diese letzte Formel repräsentirt mithin diejenige Differentialgleichung vierter 
Ordnung, welcher genügt wird durch Y=* TP, d. i. durch die dritte Potenz 
der Kugelfunction. 

Ferner erhalt man aus (e.) far den Fall n = 4 die fünf Gleichungen: 

f[ar + o]-<* lt 

f\?*i + 1-AAY] =0 t , 
f[d<t> s + 3-2A4> t ] «0,, 

a0 4 + 4.i^0 8 =o, 

woraus durch Elimination von O x , 2 , 8 , 4 sich ergiebt: 

(D.) dfdfdfdfdY+A(tdfdfdfY+GdfdffdY+ödffdfdY+tfdfdfdY) + 

+ A*{2ldffY+16fdfY + 2tffdY)—0. 

Dies also ist die Differentialgleichung fünfter Ordnung, wdclier genügt tvird 
durch Y=* U A , d. L durch die vierte Potenz der Kugelfunction. 

Schliesslich übersieht man leicht, dass diese Differentialgleichungen 
(B.), (C), (D.) nicht nur durch Y= U\ Y=* TP und T= TP, sondern 
auch dann befriedigt werden, wenn man Y= E7i U i9 resp. Y=^TJ 1 U % U Z9 
resp. y= U X TJ % U s ?7 4 setzt, wo U 19 U 2 , U 3 und U A ganz beliebige Lösimgen 
der Gleichung (A.), d. L ganz beliebige Kugelfunctionen p** Ordnung (erster 
oder zweiter Art) sein können. 

Bemerkung. — Setzt man*) in den Gleichungen (A.), (B.), (C), (D.) das 
Argument (? = -, und lasst man sodann p = <x> werden, so erhalt man: 

d % ü 

x ' dar dm 

d*Y d*Y 

v ' 0a> ö Co 8 C <ß 

Durch das angegebene Verfahren verwandeln sich also, wie aus (A. b ) hervor- 
geht, die Kugelfunctionen TJ in die trigonometrischen Functionen sin o und 
cos gj. Und die particularen Integrale der Gleichung (B. b ) sind daher 
sin 2 o, (sin q • cos co) und cos 2 q. 



*) Dabei ist wohl zu beachten, dasa in (A.), (B.) t (C), (D.) die Zeichen A, /*, d stehen respective 
für p (p + 1) , (1 - d*i und ^. 

13* 
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Zweite Bemerkung. — Setzt man in (A.), (B.), (C), (D.) das Argument 
^=8 cos-, und lässt sodann jp = oo werden, so erhalt man: 

,-MH$r)l+''-9?-- 

etc. etc. etc. 

Durch dieses Verfahren verwandeln sich also, wie aus (A. c ) ersichtlich, die 
Kugdfunctionen V" in die Cylinderfunctionen J° (rj) und Y° (rj) . Und die par- 
ticularen Integrale der Gleichung (B. c ) werden daher sein: [J°(rj)]*, [J°(rj) Y*(rj)] 
und [Y°(rj)f. 

§ 2. 

Integration der aufgestellten Differentialgleichung mittelst einer nach Kugel- 

funotionen fortschreitenden Entwicklung. 

Die im Vorhergehenden aufgestellte Differentialgleichung (7. d ): 

wird erfüllt durch Y= UV, falls U und V den Gleichungen (2.) Genüge 
leisten. Letzteres aber ist der Fall, wenn man für CT eine der Functionen 
P p (a), Q p (g), und für V eine der Functionen P q (o), Q q (ä) nimmt. Dem- 
gemäss besitzt die Differentialgleichung (11.) die vier particularen Integrale: 

(12) P p P q , Q P Q q > Q p P q , * p Q q , 

und das vollständige Integral: 

(13.) Y-AP p P q + BQ p Q q + CQ p P q + DP p Q q9 

wo A, B y C, B willkürliche von a unabhängige Grössen sind. 

Wir werden nun zeigen, dass man die Gleichung (11.)" durch Beitien 
integriren kann, die nach den Kugdfunctionen fortschreiten. Biese Reihen 
werden alsdann benutzt werden können, um jedes der Producte (12.) auf lineare 
Weise durch Kugdfunctionen darzustellen. 

Substituirt man in (11.) für Y eine Reihe von der Form: 

so gelangt man mit Rücksicht auf die Gleichungen*): 



*) Ebenso wie in (11.) steht auch in (16.) das f zur Abkürzung für (1 — ff 8 )» so dass also 
f _ - 2 o und f" mm — 2 ist. 
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8 (fZ) 



oa --'\r + i)P„ 



a«(/-p;) 



£«< 



r( v + l)P . 



sowie unter Anwendung der Abkürzungen: 

(16.») [v„(v + l)y-2(K-l)v (v + l) + H-.N , v (v + l)-K-L , 

(16.") [M".+ l)] f - 2 (IT -l)v,(r, + !) + #_ 2V, , „, ( n .+ 1) - JT-Z, , 



zu folgender Formel: 

(17.) 0- + [N A P ra + N s A t P tt + N l A i P rt + ....- ] 

+ 2a[L A Pl o + L s A s Pl i + L i A i P' rt + ....], 

oder, falls man die P' y vermittelst der recurrenten Relation [(C), Seite 61] 

(18) «^-^, + P,'.!*) 

auf die P,'_ x reducirt: 

(19.) - [(X + 2 r Lf A P u + (2T, + 2 v 2 Z 2 ) ^ , P Vj + . . •] 

+ t[L A P; 9 _ l + L t A t P^_ l + ....], 

oder, falls man für die P' y ihre Entwicklungen [(2. a > b ), Seite 61] 

(20.) ^-(2»'-i)P r _ 1 + (2»-5)P r _, + (2 V -9)P r _ 5 + ... 

substituirt: 

- (JV +2 v i ) ^ P, o + {N t + %* % L t ) A i P r± + {N t + 2 v^LJ J 4 P, 4 +(^+2 v 6 L 6 ) A<P r% +■■• 

+ 2Z u ^ [(2„ -3)P j , o _ 2 + (2 „ _7)P, o _< + (2r -ll)P ro _ 8 + ...] 
(21.) +2i 2 4,[(S»,-S)P ri . J + (2v,-7)P rt _ 4 + ...] 

+ U <J l 4 [(2» 4 -3)P, i . f +...] 
+ 

Diese Formel aber geschieht Genüge, wenn man setzt: 

»>. = »o — 2 , 

(22.) ..-»,-«-».-*. 

v e = v t — 2 — r, — 4 = » — 6 , 



*) Uebrigena kann man statt der Relation (18.) auch folgende anwenden: 

a P' y — — (»> -J- 1) P y + P v + 1 [<*• i. die recurrente Relation (D.) , Seite 61]. 

Die Resultate, zu denen die Betrachtungen des gegenwärtigen § führen, erleiden dadurch keine 
Aenderung. Denn man erhalt in diesem Fall statt (21.) eine etwas andere Formel, welche aber 
durch die Relationen (22.), (23.». b . • •) ebenfalls erfüllt wird. 
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und gleichzeitig setzt: 

(23.*) = (N + 2v L ), 

(23. b ) = (N a + 2v % i 2 ) A % + 2 (2 v % + 1) L A , 

(23. c ) — (iV r 4 + 2 v 4 £ 4 ) ^ 4 + 2 (2 v 4 + 1) (i 4, + £, AJ , 

(23. d ) = (JV 6 + 2 V6 i a )^ 8 + 2(2 V6 + l)(X ^ + X 8 ^ a + X 4 ^ 4 ), 

Dwcfe die Gleichung (23. a ), in welcher für N , L die Werthe (16. a ) 
substituirt zu denken sind, bestimmt sich die Zahl v . Sodann bestimmen sich 
die folgenden Zahlen v % , v^ v e , • • • aus (22.). Und endlich bestimmen sich 
alsdann die constanten Coefficienten Alq, A 2 , A a , A e , • • • , abgesehen vom ersten, 
der willkürlich bleibt, vermittelst der Gleichungen (23. b » c » d > •■•). Uebrigens 
kann man diesen Gleichungen (23 b » c > d » •••) die einfachere Gestalt geben: 

a t A t =» b A , 
^ a i-bA 



wo die a, & die Werthe haben: 



a, — » 



2^ + 1 

(25>) t r N^t{w x + 1)L X 

h = «x-*Lx = 2^+T— ■ 

Substituirt man hier für N x , L k ihre eigentlichen Bedeutungen (16. a » b » *), 
so erhalt man, indem man den Index X für den Augenblick unterdrückt: 

(2 v + 1) a = [v {y + l)] 8 — 2 {K — 1) v (v + 1) + Jf + 2 v [v (v + 1) — ff] , 
(a,) (2 v + l) b — [» (v + 1;]» — 2 (ff— 1) v {v + 1) + H - 2 (v + 1) [v (v + 1) - ff] , 

oder, wenn man den ersten Ausdruck nach Potenzen von v + 1, den zwei- 
ten nach Potenzen von v ordnet: 

(2v + l)a = {v + iy-2(K+i)(v + l)' + {H+2K), 
CP0 (2v + l)6 = v* -2(ff+i) v* +(ff+2ff), 

odef, falls man in Factoren zerlegt: 

(2v + h)a = [(v + iy-U + K+B)][(v + l)*-a + K-B)], 
70 (2* + l)&«[** _(i + ff + *)][** _ tt + ff_JB)]. 

Hier hat 22 den Werth: 



(*.) J? = V(ff -*)*-#, 

oder, falls man für K, H ihre eigentlichen Bedeutungen [Seite 95 bei (7. d )] 
substituirt: 
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(«.) B = V[p (p + 1) + 2(2+ 1) -i] 2 - [P (JP + 1) — 2(2 + l)] a + 2 [p(p + l) + 2(2+1)], 

oder, was dasselbe ist: 

<M * = P + 2 + 2p2+±; 

woraus folgt: 

, , i + #+£«(p + 2+l) 2 , 

Substituirt man diese Werthe (rj.) in (y.), und restituirt den einstweilen 
fortgelassenen Index X, so ergiebt sich: 

[(»l + *)' - (P + 2 + l) 2 ] [fr + D a - (p - g) a J 
az=a * 2 ^+l ' ■ 

(260 . K-(P + 2 + D 2 ]H~(P - 2) 2 ] 

** ~~ 2^+1 ' 

Da ^ = ^ — X ist [vergl. (22.)], so bleibt nur noch übrig, die Zahl 
v aus der Gleichung (23. a ): 

(27.») N + 2v L = 

zu berechnen. Diese Gleichung aber kann nach (25.) einfacher so ge- 
schrieben werden: 

(27.*) a - , 

also nach (26.) auch so: 

(27.*) [(», + 1)' - (p + q + 1)»] [(r + D* - (p - «)•] « ; 

woraus folgt, dass v im Ganzen vier Werthe hat, nämlich: 

. I. *o — P + 2 , H. v = - (p + 2 + 2) t 

III. v = 2 — P - 1 , IV. * — i> — g — 1 . , 

Diesen vier Wurzeln entsprechen offenbar die vier particularen Integrale Y 
der vorgelegten Differentialgleichung (11.) vierter Ordnung. Und zwar wird 
jedes dieser vier particularen Integrale, wie aus (14.), (22.), (24.) folgt, falls 
man die in ihm enthaltene willkürliche Constante Aq gleich Eins setzt, die 
Form besitzen: 

(29.) r=p +^p + ^p +M?Ap + 



• • • 

? 



wo v eine der Wurzeln (28.) vorstellt, während die Constanten a Q , b Q , a 2 , b iy 
aus den Gleichungen (25.), (22.) sich bestimmen. 
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§3. 
- Weitere Behandlung der gefundenen vier partioularen Integrale. 

Die gefundenen vier particularen Integrale mögen, entsprechend den 
vier Wurzeln (28.), mit 

ni. Jj.p.x — «^.(^+1)1 iv. J p - q - x ~Jd-i 

bezeichnet werden, wo 

(31 ) * ^ 

2) — q = d 

gesetzt ist. Dabei mag angenommen werden, dass von den beiden Zahlen 
p und q die kleinere mit q bezeichnet sei: 

(32.) p > q . 

Um nun die Ausdrücke der Integrale (30.) in extenso angeben zu können, 
sei bemerkt, dass die Formeln (26.) mit Rücksicht auf (31.) sich so dar- 
stellen lassen: 

(v x + 8+2)(v x s)(v x + d + l)(v l -d+\) ( Vx+8 +l)(* x --8--l){v x +d)(v x -~d) 
(33.) a x a _ Fl , b x ■ ^7+1 ? 

hieraus aber folgt, wenn man A=0, 2, 4, 6, • • -, mithin v x — v , v i9 v A9 v 6 , • • • 
oder [was dasselbe, vergl. (22.)] = f> , v — 2, v — 4, v — 6, setzt: 

a = 0,*) 

n _ K+*)fro-'-g)fr +rf-i)(y -rf--i) h _ (vo+8+i)(v -8-l)(v Q +d)(v — d) 

'"" 2* -3 ' *~ 2* + l 

(34)« (Vo+s-2)(v -8-A:(v + d—3) ( v -d-S) (v + s - l) fo - g - 3) (» + li -- g) (» - < i -- 2) 

V 4Ä 2* — 7 • "*— 2v -3 

„ (vo + 8-4)(v -8-*)(v + el-b)(v -d -b) i __ (» +g-3)( yo - g -5)(y +^-4)(y -rf-4) 
° 6=SB 2* -ll ' ° 4 "" 2v -7 

wo absichtlich, um die Constanten der Formel (29.) bequemer bilden zu 
können, a 2 mit 6 , a 4 mit 6 2 , u. s. w. coordinirt ist. — Solches voran- 
geschickt, wollen wir nun die Integrale (30.) der Reihe nach in Betracht ziehen. 
Erstens: das Integral J 9 . — Die Entwicklung (29.) wird offenbar für 
dieses Integral, d. i. für v — s, lauten: 



•) Man vergl. (27.*). 






0* 


2 s (- 


- 2) (2 


p-l)(2 


q-1) 






(2 s- 


2 

-2)(- 


s — 3 

-4) (2p- 


» 
3)(2g- 


-8) 


(36) 


(2 s- 


-4)(- 


2s — 7 

-C)(2p- 


5)(2 9 - 


-5) 








2 s — 11 
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wo die a, b nach (34.) folgende Werthe haben: 

(2« + l)(-l)(2j>)(2g) 
°° 27 + 1 ' 

h (2 8 — l)(-3)(2p — 2)(2g- 2) 
*~ ~ 2«-S ' 

. (2«-3)(-5)(2p-4)(2g- 4) 
°* 2«-7 ' 

« 

Hieraus erkennt man, dass die Grössen & , b t9 b l9 b 6 , ••• respective mit den 
Factoren 2q, 2q — 2, 2q — 4, 2q — 6, ••• behaftet sind, und dass also 

(37.) *>i v = o 

ist. Demgem&ss wird der Ausdruck (35.) ein geschlossener sein, dessen 
letztes Glied mit dem Coefficienten -^ behaftet ist; so dass also die 

«2 a A'" a 2q 

Formel (35.) folgendes Aussehen erhalt: 

(38.) ^p^^p^Mip + » V-»l«-l P d ; *) 

' * «i ' * «2*4 ' * a 2 a 4" a 2* ' 

und hieraus endlich folgt, wenn man fflr die a, 6 ihre Werthe (36.) 
substituirt: 

/L3\ / 2p (2p -2 ) \ / 2g(2g-2) \ / (2s + 1) (2 s- 1) \ [ 2 s - 7 ) 
"*" \2 • 4/\(2 P - l;(2 P — 3) / V 2 2 - 1) (2 g — 3)/ \ 2 s (2 8 - 2) / 1 2 s + 1 J ' - 4 "" 

/ 2p(2p-2)..(2rf + 2) \ /(2 s + l)(2s-l)-.(2p + 3) \[ 2d+l | 
"*" \(2p-l)(2p — 3)-.(2d+l)A 2s(2s — 2)..(2p + 2) /l2s + lj <*' 

Das Coefficienten- Gesetz, nach welchem diese der Reihe nach mit 

behafteten Glieder fortschreiten, ist leicht ersichtlich. So würde z. B. das 
mit P,_ 6 behaftete Glied lauten: 

/ 1-8-6 W 2 p (2p — 2) (2p — 4) \/ 2 g(2 g — 2) (2 q - 4 ) \ / (2 s+ l)(2s-l)(2s-3 \ f 2 s - 11 \ 
\2-4.6/\(2p-l)(2p — 3)(2p-ö)A(2g— l)(2g— 3)(2 2 -5)A 2 s (2 s — 2)(2 s - 4) / l 2 s + 1 J *~ 

Um das Gesetz noch deutlicher hervortreten zu lassen, sind die in den 
einzelnen Gliedern isölirt auftretenden Factoren 

2s — 3 2s-7 2s — 11 2<Z+1 



6 



• • • • 



2s+l' 2s+l' 2s+l' 2s + l 



*) Das P des letzten Gliedes ist -P Ä _ 2 „» 0( * er einfacher geschrieben P d \ vergl. die in (31.) ein- 
geführten Bezeichnungen. 

Neumann, Kugelf unctionen. I. 14 
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durch geschweifte Klammern ausgezeichnet. Und in ähnlicher Weise mag 
bei allen folgenden Formeln verfahren werden. 

Ordnet man den geschlossenen Ausdruck (38.) nach Kugelfunctionen 
mit steigendem Index, so ergiebt sich: 

/im r & 0V' & 2g-2 r p ■ "** p , g 2g a 2g-2 p . q 2 g *2g-2--*2 p l 

Was die hier auftretenden Grössen a, b anbelangt, so findet man aus (36.): 

(2p + 2)(-2g)(2rf+l)(l) . (2p + 3) (- 2g + 1) (2 d + 2) (2) 

a ««" 2d+l ' 2y-2=- 2d + 6 

(41.) (2p + 4)(-2g + 2)(2d + 3)(3) (2p + 5) (- 2 g + 3) (2 rf + 4) (4) 

a 2*-2 Ä 2d + 5 ' °J«-4— 2d + 9 



Substituirt man diese Werthe der a, &, so gewinnt die Formel (40.) schliess- 
lich folgende Gestalt: 

<«•> '.-i [^(iHISIK^eSölfS!) '».+ 

_l_ / 1>3 \ / (2p + 2)(2p + 4)\ / 2g(2g-2) \ / (2d+ 1) (2 d + 3) \ J 2_d + 9 \ 

"•" \2 • 4/ \(2p + 3) (2p + 5)/ \(2 g - 1) (2 g — 3)/ \(2 d + 2) (2 d + 4)/ 12 d + 1 J <* + * "* 

/ (2p + 2) (2p + 4).- 2 8 W (2rf+l)(2d+3)..(2p-l) W2s+lj 1 
h \(2p + 3) (2p + 6) • . (2 8 + 1)/ \ (2 d + 2) (2 d + 4) • . . 2p / l 2 d+ 1 J *J ' 

wo die Constante -4 genau eben so gross ist, wie in der letzten Zeile der 
Coefficient von P t . — Beiläufig sei bemerkt, dass die Coefficienten letzter 
Zeile in den Formeln (39.) und (42.) zu einander reciprok sein müssen; 
denn der in (39.) repräsentirt, wie aus (38.) ersichtlich, den Werth von 

q ~ ; und der in (42.), wie aus (40.) folgt, den Werth des Bruches 

t— - — ^ j- . Diese Reciprocität der beiden Coefficienten findet sich aber 

in der That bestätigt; was als Controle der Rechnung angesehen werden mag. 

Zweitens: das Integral Jl ( , + 2) . — Bringt man auf dieses Integral, d. i. 
auf i> => — (s + 2), die Formel (29.) in Anwendung, so gelangt man zu 
einer nach den Functionen 

P - (t + 2) » -P- (* + 4) » P - (t + 6) ♦ • * ' • 

fortschreitenden Entwicklung. Und man kommt daher, weil statt dieser 
Kugelfunctionen erster Art mit negativen Indices die mit positiven Indices 
versehenen Kugelfunctionen zweiter Art: 
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zu nehmen sind (vergl. Seite 67), zu folgendem Resultat: 

Gleichzeitig ergeben sich fflr die Constanten a, b aus (34.) die Werthe: 



(44.) 



a„ = — 



a A = — 



2 (2 g + 4) (2p + 3) (2 g + 3) 
25 + 7 

4(25 + 6) (2 p + 6)(2g + 5) 
25 + 11 



&o = - 



&, = - 



1(2 5 + 3) (2p + 2) (2 g + 2) 
25 + 3 

8(25 + 6) (2p + 4)(2g + 4) 
25 + 7 



Substituirt man diese Werthe in (43.), so gelangt man schliesslich zu fol- 
gender ins Unendliche fortlaufenden Reihe: 

<«.) t.„ - «.;. + © gf$j) gf±D (if+-:)iK±-ii «... + 

/ ll3\ / (2p + 2)(2p+4) \ / (2g + 2)(2g + 4) \ / (25 + 3) (2 5 + 6) \ j 25+11 \ 
" r V2.4M(2l? + 8)(2p+5)M(2 3 + 3)(2g + ö)M(2 5 + 4)(2 5 + 6)/i 2s + 3 j V« + 5"T"- m mi ' 

Drittens: das Integral JL (d + 1) . — Für dieses Integral, d. i. fflr v = — (d+1), 
schreitet die Entwicklung (29.) fort nach den Functionen: 



- (d + 1) ' 



- (d + 3) » 



- (d + b) » 



wofftr (ähnlich wie im vorhergehenden Fall) die Kugelfunctionen zweiter Art; 



Qä> 



G<|+2» 



Orf + 4' 



zu setzen sind. Somit erhält man: 



(46.) 



Kb 



-(<* + !) aa örf+ "- Qd + * + 'TlT'Qd + i + 



o,a 4 



wo für die a, & aus (34.) die Werthe resultiren: 



(47.) 



«* Ä 



a, 



2 (2 q — 1) (2 p + 3) (2 d + 2^ 
2d + 5 

4 (2 g — 3) (2p + 5) (2 d + 4) 
2d + 9 



l(2g)(2p + 2)(2rf + l) 
2d+l ' 

3 (2 q — 2) (2 p + 4) (2 ri + 3) 
2d + 6 



Hieraus erkennt man, dass & , 6 2 , 6 4 , 6 6 , • • • respective mit den Factoren 
2 g, 2 g — 2, 2 g — 4, 2 g — 6, • • ■ behaftet sind, und dass also 



h q = « 



ist. Der Ausdruck (46.) wird daher ein geschlossener, sein, und folgende 
Gestalt besitzen: 



(48.) 



b bt 



J -{d+D — Qd + £Qd+2 + -^- A Qd+* + + 



h h 2-' h *q-2 
a * a A" a 2q 



14* 



— 108 — 

Substituirt man endlich für die Grössen a, b ihre Werthe aus (47.), so ge- 
langt man zu folgender Formel: 

/lj_3\ / 2g(2g-2) \ / (2p + 2)(2p-f 4) \ / (2 d + 1) (2 d + 3) \ ( 2rf + 9 ) ß 
"M2 • 4/ \(2 g — 1) (2 g-3)/ \{2p + 3) (2p + 6)M(* <* + 2) (2 d + 4)/ 1 2 d + 1 J Yrf + * " t " 

/ (2p + 2)(2p + 4)-..2g \ / (2d + l)(2d + 3)»-(2p-l) \f 2<+n 
"*" V2p + 3)(2p + 5)..(2«+l)A (2d + 2)(2d + 4).-.2jp )\2d + l\ Y '* 

Vergleicht man diese Formel (49.) mit der früher für J a erhaltenen 
Formel (42.), so zeigt sich eine überraschende Uebereinstimmung. Denn 

abgesehen vom Factor -^ unterscheiden sich die Formeln nur dadurch , dass 

wo in der einen P steht, in der andern Q auftritt. — Jene frühere Formel 
fttr J s (42.) kann aber durch eine andere Anordnung ihrer Glieder in die 
Gestalt (39.) versetzt werden; und man kann daher die analoge Umgestal- 
tung der gegenwärtigen Formel (49.) sofort niederschreiben. Sie wird lauten: 

+ ( l ' 3 \ /_* P&P - g ) \ / 2g(2 g-2) \ /( 28+l )(2s—\)\ j 2 8- 7 1 

"*" \2 • 4/ \(2p — 1) (2p — 8)M(2 g — 1) ^2 « — 3V \ 2 s (2 8 - 2) / 12 8 + 1 } V *~ 4 " 1 

, / 2j>(2p-2)---(2rf + 2) \ / (2 5+l)(2g-l)..(2p + 3) \ j 2d + l ) 1 
" 1 ~ \(2p— l)(2p — 3)-.(2d+l)M 2^2* — 2)-. (2p + 2) /l2* + lj Vd J' 

Hier hat A dieselbe Bedeutung wie früher in (42.); woraus ersichtlich, dass 
2 identisch ist mit dem in der vorstehenden Entwicklung (50.) in der letzten 
Zeile stehendem Coefficienten von Q d . 

Viertens: das Integral J d _ x . Die überhaupt möglichen Werthe von d 
sind offenbar: 

<* = 0, 1, 2, 3, 4,-...; 

denn es ist d=p — q, und nach unserer ein für allemal getroffenen Fest- 
setzung: p>q, [vergl. (32.)]. Von diesen Fällen aber können wir den Fall 
^ = ausschliessen, weil für rf=»0 das zu behandelnde Integral J d _ x mit 
dem schon absolvirten Integral Jl (( , +1) identisch wird*). Mit andern 



*) Für den Specialfall: d =» reduciren sich die vier Wuraelu v (28.) und die denselben ent- 
sprechenden vier particularen Integrale der gegebenen Differentialgleichung vierter Ordnung auf drei 
Wurzeln resp. auf drei Integrale; was in Einklang ist mit der früher (Seite 96) constatirten That« 
sacho, da s s jene Differentialgleichung für den Specialfall d =» 0, d. i. für p = q, in eine Differential- 
gleichung dritter Ordnung übergeht. 
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Worten: Wir können uns bei der näheren Untersuchung des hier vorgelegten 
Integrals J d _ x auf die Fälle 

(51.) <z— 1, 2, 3, 4, ... 

beschränken. Hat aber d einen dieser Werthe (51.), so wird die dem vor- 
gelegten Integral entsprechende Wurzel v Q oder d — 1 der Formel entsprechen : 

(52.) v = 0, 1, 2, 3, ... 

Solches vorangeschickt bringen wir nun die allgemeine Entwicklung (29.) 
in Anwendung. Da bei unserm Integral v =*d — 1 ist, so ergiebt sich: 

wo die a, b nach (34) die Werthe haben: 

(2 p - 1) (- 2 q - 3) (2 d - 2) (- 2) (2p) (- 2 q - 2) (2 rf — 1) (- 1) 

"» 2^5 ' °° " 2~d^l ' 

(64.) (2 p — 3) (- 2 g — 5) (2 d — 4) (— 4) - (2p — 2) (— 2 g - 4) (2 d — 3) (— 3) 



oder (allgemeiner ausgedrückt) die Werthe: 

(66 ' } °> 2d-2,-l ' V» ! .*d-%j+3 

Hieraus erkennt man, dass die Grössen b , b t , b A , ••• resp. mit den Fac- 
toren 2p, 2 p — 2, 2p — 4 , • • • behaftet sind, dass mithin 

ist, und dass also der Ausdruck (53.) ein geschlossener sein wird, dessen 
letztes Glied lautet: 

a * a A" a 2p - (J+1) ' 

• 

Nun entspricht aber das hier betrachtete particulare Integral einer Wurzel 

v , welche [nach (51.), (52.)] einen der Werthe 0, 1, 2, 3, 4, besitzt. 

Und hieraus folgt nach einem später zu beweisenden Satze*), dass die Ent- 
wicklung (53.) dieses Integrals nicht mit P_ (JI + 1) , sondern schon früher 
abbricht, der Art, dass ihr letztes Glied mit P resp. P, beltaftet ist. Somit 
ergiebt sich aus (53.) durch Substitution der Werthe (54.) folgende Formel: 



*) Satz (<r.) auf Seite 114. 
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[vorausgesetzt: d > 0.] *) 

f 2q + 2\ ßd — 1\ [2d — 5 



. « '<-.-w(±)(i^)(§f^G£N)(!fc?K-.+ 

/l-3 \ / 2j)(2j?-2) \ /( 2g + 2)(2g + 4) \ / (2 rf - 1) (2 d -3) \ j 2rf — 9 \ 
"•" \2 . 4/ \(2 p — 1) (2 p — 3)/ \(2 q + 3) (2 g + 6)/\(« <* - 2) (2 d — 4)/ l 2 d - 1 J d " ß "*" ' 



+ 



/ l-3--(d — 2) \/ 2j?(2 p— 2)--(s + 3) \ / (2q+2) ( 2q + i).-(s—l) \/ (2d--l)(2d--3)-.(d+2) \( 1 1 ^ 
\2-4..(d— l))\{2p— l)(2p-8)-(8 + 2))\ (2g + 8)(2j + 6).-« A(2d — 2)(2d— 4).-(d+l)/ l2d — 1 J ° 

/ 1.3.-(rf -3)\ ( 2p {2 p -2).- (8 + 4) \ / (2g + 2)(2g + 4)-($-2) \ / (2rf--l) (2rf~3)-. (d+3) \ f 3 1 
\2-4..(rf — 2)A(2p— l)(2p— 3)--(«+3)/\(22 + 3)(2g + 5)..(s— l)/\(2d — 2)(2d— 4)-.(<* + 2)/ l2d— 1 J \ 

wo die zweifache Form des letzten Gliedes mittelst einer geschweiften 
Klammer angedeutet ist. Die eine Form (in der oberen Zeile) gilt für ein 
ungerades, die andere (in der unteren Zeile) für ein gerades d. 

Will man diesen Ausdruck ordnen nach den steigenden Indices der P, 
so sind zwei Fälle zu unterscheiden. 

Erster Fall. Die Zahl d — 1 ist gerade. Alsdann folgt aus (53.) 
folgende Formel: 

ö 2 a 4 ö d-lL °rf-JT °d-3°d-5 °d-3 °0 J 

oder, falls man für die a, b ihre Werthe (55.) substituirt: 

[vorausgesetzt, dass d>0 und ungerade ist.] 

<»■> '.-.-i[«+me=setsc-^)c-t-3 ? -+ 

f 9 i / (d~l)(d-3) \ / (il+l)W+8) \ / «(«-2) \ / (« + 8)fr + 4) \ p , » p 1 

"*" l 1 J\(d - 2) (d - 4)M(<* + 2) (d + 4)M(« - 1) (« - 3)M(« + 3) (* + W 4 " 1 ^^-ij' 

wo die Zahl 2? (welche doppelt auftritt, im vorgesetzten Factor und auch 
als Coefficient von P rf _0 den Werth hat: 

B mm l —— ] / fr*— 1 )^— 3 ) ' • * \( (d+l)(d + B) • • (2d- 2) \ / J^(8 -2)» • (2 5 + 3) \ / (g-f2)(g + 4) - • (2j? -1)\ 
l 1 J\(d — 2)(d-4)..lA(d + 2)(d + 4)..(2rf-l)A(fi--l)(8— 3)..(2 2 + 2)A (« + 3) (s + 5) . • 2p )' 

und etwas kürzer auch so darstellbar ist**): 

8 + 1 f {2 d- 1) (2 d + 1) • • • (2p - 1) \ 

" 8(2 Ä + l)n«)\ (rf + l)(d + 2)..-p /' 

Zweiter Fall. Die Zahl d — 1 ist ungerade. Alsdann erhält man aus 
(53.) die Formel: 



*) In der That ist diese Formel (56.), ebenso wie die weiter folgenden Formeln (58.), (59.), für 
den Fall d=*0 nicht mehr richtig, oder wenigstens nicht mehr zuverlässig, weil wir bei Ableitung 
der Formel den Fall d=-0 ausdrücklich bei Seite gelassen haben [vergl. (51.)]. Will man übrigens 
den Werth des particularen Integrals J d _ x für d =» , also den Werth des Integrals J_ t haben , so 
hat man sich an die frühere Formel (49.) zu wenden, und in dieser J«0 zu setzen. 

**) Hier bezeichnet f die auf Seite 85 eingeführte Function. 
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a 2 a 4 a d-8L °d-4 ^d-A^d-ö °(J-4 °ö J 

oder, falls man die Werthe der a, b (55.) substitiürt: 

[vorausgesetzt, dass d>0 und gerade ist.] 

m <,..-*[>,+ |}|fcD(5$3C-^)C-t-3*.+ 

rilW (d-2)(d-4) \ / (<g + 2) (d + 4) \ / fr - 1) fr - 3) \ / fr + 3) fr + 6) \ p , - p "| 

"*" 13 H(d - 3) (d - 6)/ \(rf + 3) (4 + 6)Mfr - 2) fr -- 4)Mfr + 4) fr + 6)>! 5 "^ r ^«i-ij» 

wo die doppelt auftretende Zahl (7 den Werth hat: 

C= [ < *d-l )( ( d -*)(d-4)-- ( * \ / (<g+2)(d+4)..(2d-2)\ / fr— Dfr-3)-(2g+ 8)\ /fr + 8)fr+5)--(2p-l) \ 
l 3 J\(d — 3)(d — 5)..l/\(d + 3)(d+5)..(2d— l)Afr — 2)fr — 4)..(2gr+2)A fr+4) fr+6).-2j> /' 

sich übrigens kürzer auch so darstellen lässt*): 

r ?__ (*l£ + *h / (<* - 1) W + 1) \ / (2d-l)(2d+l)-(2jp-l) \ 

2(2g + l)/te)\3fr+l)A d A <*(d + l)...j> /" 

§ 3 * 
Ableitung eines im Vorhergehenden (Seite 109) benutzten Satzes. 

Der Ausdruck 

wird, wie wir gefanden haben [vergl. namentlich Seite 100 — 103] ein par- 
ticulares Integral der vorgelegten Differentialgleichung vierter Ordnung sein, 
falls v % , v A7 " - die Werthe haben : 

((5.) v % = v — 2 , v 4 « v — 4 , , 

falls ferner v irgend eine Wurzel der biquadratischen Gleichung 

(y.) N + 2v L Q =0 

vorstellt, und falls endlich die Coefficienten A , A i9 • •• der Bedingung 
entsprechen : 

(*) - [N Ä P Vo + N 2 A 2 P V% +- • • •] 

+ 2[£ ^ *< + £ 2 ^ 2 aP;+...]; 

Es soll gegenwärtig unter sucht werden, wie der Ausdruck («.) fdr den 
speciellen Fall sich gestaltet, dass die Wurzel v durch eine der Zahlen 

(*•) 0,1,2,3,4,-... 

dargestellt ist. 



*) Vergl. die vorhergehende Note. 
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Bei dieser Untersuchung ist in Betreff der früher [Seite 101] an- 
gewandten Gleichungen 



<M 



«P 



»P r + P v _!, 



(ij.) K - (2* - 1) -P,-i+ (2" - 5) P,_ s + • • • • 

zu beachten, dass die Gleichung (£.) nicht mehr gültig ist für «> = 0, und 
dass andererseits die Entwicklung (tj.) mit P t resp. P abbricht. Substituirt 
man in (£,) den für P^_ x aus (ij.) sich ergebenden Wer th, so erhalt man: 

(»0 « P^ - * P v + (2" - 3) P,_ 2 + (2" - 7) P r _ t + ■ ■ ■ ■ , 

so dass man (mit Rücksicht auf das eben erwähnte Abbrechen) zu den 
Formern gelangt: 



(«•) 



p -°- 

«p;-2P, + p , 

aP;=-4P 4 + 6Pj+Po, 

« P t ; - 6 P s + 9 P 4 + 5 P 2 + P , 



t> P' s — 3 P s + 8 P 1 , 

«P 5 ' -6P 5 + 7P, + »P 1} 



Solches vorange'schickt, beginnen wir mit der Betrachtung des Falles, 
dass eine Wurzel v der biquadratischen Gleichung (y) den Werth besitze 



(«•) 



» — o, 



woraus folgt: 



0,*). 



Das dieser Wurzel entsprechende Integral Y (a.) lautet alsdann: 

Y ~ A oP + A * P-i + \P-4. + • • •• 

wo die A aus der Bedingung (<J.): 

- [K A P + K t A, P_ s + • • •] 

+ 2 [0 + L i Ä i «P'_ i + -..]**) 

zu bestimmen sind. Dieser Bedingung aber wird, weil N [nach (x.)] ver- 
schwindet, genügt werden, sobald man 



(*'•) 



A t =» A A a» A 6 



setzt, hingegen Äq willkürlich lässt. Demgemäss wird das der betrachteten 
Wurzel v Q =*0 entsprechende particulare Integral lauten: 



(x".1 



Aq *q • 



*) Da v = eine Wurzel der Gleichung (y.) sein soU, bo muss die linke Seite der Gleichung 
bei Substitution dieser Wurzel v =-0 verschwinden, d. h. JV =*0 sein. 

**) Das erste Glied dieser Zeile ist , weil P = 1 , mithin P' Q = ist. 
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Wir betrachten zweitens den Fall, dass eine Wurzel v der biquadra- 
tischen Gleichung (y.) den Werth habe: 

(Z.) v = 1 , woraus folgt: N + 2 L = . 

Das dieser Wurzel entsprechende Integral (a.) lautet alsdann: 
wo die A der Bedingung (d.): 

zu entsprechen haben. Diese Bedingung aber nimmt, wenn man für aP[ 
seinen Werth (i.) substituirt, die Gestalt an: 

- (tf + *LJA P l + N % A 1 P_ 1 + -.-. 

+ %[L i A i aP^ 1 + ---], 

und wird daher, weil N Q + 2 L [nach (X.)] verschwindet, erfüllt sein, 
sobald man 

(!'.) A % = A 4 — 4 6 — «0 

setzt, und ^4 willkürlich l&sst. Folglich wird das der betrachteten Wurzel 
v =*l entsprechende particulare Integral den Werth haben: 

(r.) r =- a p x . 

Wir betrachten ferner den Fall, dass eine Wurzel v der biquadra- 
tischen Gleichung (y.) den Werth habe: 

(q ) v » 2 , woraus folgt: A^ + 4 X = . 

Das dieser Wurzel entsprechende Integral Y («.) lautet: 

r - ^p, + -i t P + ^ 4 P_ t + • • - f 
wo die u4 der Bedingung (d.) 

o _ jv ^i P, + jv 2 ^ 2 P + ^^4 *-. + ••• 

genügen müssen. Diese Bedingung aber gewinnt, falls man für 6 P* den 
Werth (i.) substituirt, die Gestalt: 

=» (N + *L )A P 2 + (2 L A Q + N 2 A 2 ) P + N^ P_ 2 + . . . . 

+ 2[v 4 dp; 2 + "-], 

und wird also, weil N + 4:L [nach (q)] verschwindet, erfüllt sein, falls 
man die A den Relationen unterwirft: 

0?'.) 21,^+^^-0, A 4 = A 6 *= 0. 

Neumann, Kugelfunctionen. I. 16 
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Polglich wird das der betrachteten Wurzel v = 2 entsprechende particulare 
Integral lauten: 

(<?".) r - ä p, + a % p ; : 

wo Aq willkürlich, und A 2 mit A durch die ersten der Gleichungen (q.) 
verbunden ist. 

In' ähnlicher Weise könnte man die weiteren Fälle v = 3, 4, 5, ••• 
behandeln. Man übersieht aber bereits aus den erhaltenen Resultaten (*".), 
(*"■)> (?"•)> ^ ass ^ as J e( iösmal sich ergebende Integral von geschlossener Ge- 
stalt sein, und zum letzten Gliede P resp. P x haben wird. Somit ergiebt 
sich folgender Satz: 

Besitzt die für v aufgestellte biquadratische Gleichung eine Wurzel, deren 

Werth durch eine der Zahlen' 0, 1, 2, 3, 4, dargestellt ist, so wird das 

dieser Wurzel entsprechende particulare Integral: 
W Y^A P Vo + A ft P Vi + 

ein geschlossener Ausdruck sein, dessen letztes Glied mit P resp. mit P x be- 
haftet ist*). Jene vier Wurzeln sind aber: 

I- »o— P + — «• 

iL v Cp + « + *) (« + *). 

IIL v = q-p-l Ld + i), 

IV. v «. p — 2 — 1 = d — 1 ; 

wwZ der $&fe wird also Anwendung finden auf die erste und letzte Wurzel, 
d. i. auf die Integrale J $ und J d „ x . [Vergl. die Entwicklungen dieser beiden 
Integrale, Seite 105 und 110.] 

§ 3. b 

Eine etwas andere Methode zur Integration der aufgestellten Differentialgleichung 

vierter Ordnung. 

Wir haben im Vorhergehenden das Integral Y dieser Differential- 
gleichung (Seite 100) nach den P entwickelt. Wir wollen gegenwärtig 
dasselbe nach den Q zu entwickeln suchen, also statt des Ansatzes (14.) 
folgenden Ansatz machen: 



*) Womit natürlich nicht gesagt, dass der Ausdruck nicht unter Umständen auch schon früher 
abbrechen könne. Ist z. B. v »6, so wird man zufolge des Satzes erhalten : 

Y - A P a + A % P 4 + A 4 P, + A, P . 

Möglicherweise aber können einige der A Null sein, z. B. A A und A 6 ; und alsdann wird der Aus- 
druck also nicht mit P , sondern schon früher mit P 4 abbrechen. 
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Alsdann ergibt sich zur Bestimmung der A, v [an Stelle von (17.)] die Formel: 

wo die N, L ihre früheren Bedeutungen (16. a > b » • ) haben sollen. Werden 
hierin die 6 $ r eliminirt mittelst der Relation : 

(c) * Q' v = v Q v + Q\ _ x , [vergl. (0*.) , Seite 65] 

welche, mit Ausnahme des Falles v = 0, für alle positiven und negativen 
Werthe von v gilt, so erhält man: 

(*-) - [(N + 2v L )Ä Q Vo + {N % +**iLJA,Q v% + . . .] 

Drückt man nun die ($ durch die Q selber aus mittelst der Kelation: 

(e.) Q' y _ x [(2v + 1)Q V + (** + &)Q V + , + (2* + 9)Ö r + 4 + • ' •]> [vergl. (15.), Seite 66] 

so ergiebt sich: 

- [(N + 2v LJA Q Vq + (tf f + 2v i L i )Ä i Q v% + (2V 4 + *» 4 I^ 4 ö, 4 + ■ • •] 
-2i J [(2r +l)C Vo + (2v + 5)ö Vo+2 + (2^ + 9)^ + 4 + ---] 

(f.) - 2i 2^2 [( 2 *2 + *)«* + ( 2 "* + ß )Ö, t + 2 + ' ' '] 

~2X 4 ^ 4 [(2 V4 +l)C y4 + ...] 

Dieser Gleichung geschieht Genüge, wenn man setzt: 

v 2 = v + 2, 60 = 0, 

/ s »4 S V + 4 » &* Ä t — «0 4> » 

v e Ä v o + 6 » 6 * ^4 = «s A > 



wo fy, 6^ die in (25.) eingeführten Grössen vorstellen, so dass also z. B. b , 
zufolge (26.), den Werth hat: 

. K - <j» + 2 + !) 2 ] K + fc> - «)'] 

(K) 6 °- 2^+1 ' 

Die in (g.) aufgeführte Gleichung b =*Q liefert daher für v folgende vier 
Werthe: 

I. v — — p - q — 1 = - (s + 1) , 
(i) IL* — p + g + 1 — «+1, 

III. r = p — g « d , 

IV. v = g — p = — d . 

15* 
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Gleichzeitig ergiebt sich aus (33.) und mit Bücksicht auf die in (g.) er- 
wähnten Relationen der v: 

«, (»« - d + 1) {v,+d+ 1) (»„ - s) (». + « + 2) f 2» + 5 1 

~" (* - d + 2) (»>„ + d + 2) (y„ - s + 1) K + « +8)l2y + lj ' 



b 4 "" (v - d + 4) (v + d + 4) (v - 8 +S){v Q + 8 + 6)12^+7 



*•) a, _ (y - <* + 3) (* + d + 3) (y - 8 + 2) (v + 8 + 4) f 2v + 9| 



Die vier durch (i.), (k.) bestimmten particularen Integrale sind nun, wenn 
man ihre constanten Factoren mit C l9 <7 2 , C 8 , C 4 bezeichnet, folgende: 
Erstes Integral. [v =* — (s + 1)] . 

(i.) r-ffi[«. l -i+j«.. + i+H«- lt .+-]. 

W0: £ = (2) \2p - l) (23-1) \2^~) 127+1 ) » 

??*. /JL\ / 2 P — 2 \ /2 g — 2\ / 2 g — 1 \ J 2g — 7 1 
67 "" W \2p — 3/ \2V^"3/ \2 8 — 2/ IsTT— 3 1 ' 

Offenbar kann man übrigens in (1.) statt der aufeinanderfolgenden Q auch 
setzen: P„ P,_ 8 , P,_ 4 , ••• 

Zweites Integral. [v = s + 1] . 

wo • & /T\ z 2 ^ + 2 \ / ,2 _g Jl. 2 \ r 2 * + 3 \ 1 2 * + 7 1 

b, V2/\2i) + 8M2g + 3A2« + 4/l2« + 3) ' 

2?. /I\ /**+i\ / 2 g + 4 \ / 2 « + 5 \ 1 2 *+H 1 
& 4 — \4/ \2p + 5/ \2 « + 5/\2 8 + 6/ l 2 8 + 7 1 ' 

Drittes Integral. [x/ = d]. 

(»■) y- <* [e*+ Jfc + t + ^ rf+4 + : • • •] . 

WO' " S. _ /i\ / 2 P + 2> j / 2 g \ ßd+l \ 1 2d+5 1 

b t \2/\2p + B/\2q- l)\2d + 2)\2d+ir 

?L /Ä\ / 2 P + * \ / * g ~ 2 \ / 2 <* + 3 \ f 2<*+9 1 
& 4 *" \4/ \2p + 6/\ 2 2 — 3/\2d + 4/l2d + 5j ' 

Viertes Integral. [v = — d]. 

W °* 6, ■ UM2p-lA2 2 + 3A2d-2M2d-l/' 

fl (-\ ( *P ~ 2 \ / 2 g + * \ / * <* — S \ f 2tf — 9 1 
6« = U/\2j> — 8A2« + 6A2d- 4/Urf — b) ' 
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Diese Ausdrücke (1.), (m.), (n.), (o.) sind aber, wie man leicht erkennt, 
der Reihe nach identisch mit den früheren Ausdrücken (39.), (45.), (49.), 
(56.), also, abgesehen von den constanten Factoren G l9 (7 2 , Q, C 4 , der 
Reihe nach identisch mit J 3 , J"_ ( , + 2 ), Jl (d + d , J d -i* 

§ 4. 

Entwicklung des Froductes zweier Kugelfunotionen in eine nach Kugelfunotionen 

fortschreitende Reihe. 

Die betrachtete Differentialgleichung vierter Ordnung (Seite 95) be- 
sitzt einerseits, wie aus ihrer Entstehungsweise folgt, die particularen 
Integrale P p P q , Q p Q q , Q P P q , P P Q q > un( l besitzt andererseits, wie aus ihrer 
Integration hervorgeht, die particularen Integrale J a , Jl ( , + 2) , J- {d +i), ^i-i- 
Folglich muss jedes der ersteren sich zusammensetzen lassen aus den vier 
letzteren. Zur vorläufigen Orientirung sei zunächst bemerkt, dass diese J 
nach (39.), (45.), (49.), (56.) Werthe haben von folgender Form: 

J s -P, +«P,_, +?P,. 4 + hP,, 

jr -(* + 2) == ^ + i + a & + 3 +P'<?* + 5 +••••• in inf., 
( 61 -) ,, „ ,, 

J -id + » = Qä +« Qä + * +P Qd+i + + * G,, 

/„-! =P d _ x + a P d _z+ß P d . 5 + + * (Po refl P- P l)^ 

auch sei bemerkt, dass die dritte dieser Formeln nach (50.) in die Gestalt 
versetzt werden kann: 

(«•■> '- iä + 1) - -* [«. + «° Q, - 2 + f Q, . 4 + - - • + *° Q d ] , 

wo die Grössen A, a°, ß°, ••• x°, ebenso wie die a, ß, •• x, die «, /*'• ••• 
u. s. w., gewisse von p und q abhängende Zahlen vorstellen. — An diese 
Formeln (61.) kann. man folgende Bemerkungen knüpfen. 

(a.) Die Integrale J s und «7 d _ 1 werden unendlich gross, wenn ihr Argument = 00 wird, 

und bleiben endlich für <j = 1 . 

(ß.) Die Integrale J_ {t + 2) und «J_( d+1 ) verschwinden für <r = oo, und werden unendlich 

gross für a = 1 . 

(y.) Von den beiden Integralen J $ und e/ d _ 1 ist das eine eine gerade, das andere eine un- 
gerade Function seines Argumentes. 

(&.) Ebenso ist von den beiden Integralen J_ ( , + 2 ) «»<* «/"„ (d + X) das eine eine gerade, das 

andere eine ungerade Function. 

Auf Grund dieser charakteristischen Eigenschaften ist es leicht, die 
Producte P p P q , Q p Q q , • • • durch die J auszudrücken. 
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Erstens. Das Product P p P q besitzt für o = l einen endlichen Werth 
(nämlich den Werth 1), muss also nach (ß.) unabhängig sein von e71 (# + 2) 
und JL (d + 1) , und folglich von der Form sein: 

(62.) P 9 (A P,W = AJ,W + A'^^W, 

wo A, A' Constante sind. Hieraus aber ergiebt sich, durch Vertauschung 
von a mit — a , und mit Eücksicht auf (y.) : 

oder einfacher geschrieben: 

(63.) P p (*)P q (*) - A J» - A'/ rf „ l (er). 

Aus (62.), (63.) folgt sofort, dass A' = ist; so dass man erhält: 

(64.) P p P q = AJ,. 

Die Constante A soll am Schluss des § bestimmt werden. 

Zweiteift. Das Product Q p Q q verschwindet für <y = oo, muss also nach 
(a.) unabhängig sein von J 9 und J d _ 19 und folglich den Werth haben: 

woraus durch Vertauschung von a mit — a sich ergiebt: 

(-i)' + « + , ^W^W-(--i) i + , [BJ_ (i + 1) w--BV. (<l+l) w]. 
Somit ist B' = , und also : 

Drittens. Das Prodnct # p ^ wird, weil jp > q vorausgesetzt ist [Seite 
104] • verschwinden für <y = oo, und muss daher nach (a.) unabhängig sein 
von J 8 und J" rf _i, also den Werth haben: 

^W^W-r/. (rf+1) w + KJL (f + f) w f 

woraus durch Vertauschung von a mit — a folgt: 

(-i)' + « +x « p WP f W-(-i) rf+1 [r/ -(ll+l) w-r / j-. (f+1) w]. 

Demgemäss ist f = , mithin : 

<•«■> ^ p .- rj -c- + i)- 

Viertens. Das Prodnct P p Q q ist eine ungerade Function von a 9 falls 
P + ? gerade, hingegen eine gerade Function, wenn p + q ungerade ist. 
Hieraus folgt, dass dieses Product unabhängig ist von J 8 und JL ( , + 8) , also 
den Werth hat: 
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wo A und E noch unbekannte Constanten sind. In dieser Gleichung wird 
für tf = l die linke Seite unendlich gross, und ebenso auch das erste Glied 
der rechten Seite. 

Bemerkung. — Nach unserer ein für alle Mal gemachten Voraussetzung 
[vergl. (32.) , Seite 104] ist p > q . Die Formel (66.) involvirt daher alle 
Producte PQ 9 in denen der Index von Q grösser als der von P ist, und 
die Formel (67.) all' diejenigen, in denen der Index von Q Meiner als der 
von P ist; während endlich diejenigen Producte PQ, in denen die beiden 
Indices einander gleich sind, nach Belieben sowohl der einen als der andern 
Formel subsumirt werden können. 

In letzterer Beziehung wollen wir fortan, zur Vereinfachung unserer 
weiteren Untersuchungen, eine bestimmte Entscheidung treffen, indem wir 
festsetzen, dass die Producte PQ mit gleichen Indices nur der Formel (66.) 
subsumirt werden sollen, also (mit andern Worten) festsetzen, 

(67.*) dass in (66.) die Differenz p — q > , dass hingegen in (67.) die Differenz p — q stets 

> (niemals — 0) gedacht werden solle. 

Numerische Bestimmung von A , B , r , Die Formeln f&r P H (a) und Q H (<y) 
lauten [vergl. Seite 1 und 13]: 

p . w - 1J m J! ^ rJ) •" t 1 + *'-* + *<"* + ■■•■] > 

■q-w- i.y»\ , .:?, , ; , +i) ^ ,,+,) [ i +» v '+» V4 + ----]. 

wo j, |, ••• und g', f)', ••• Zahlen sind, auf deren Werthe es hier nicht 
weiter ankommt. Zur Abkürzung mögen diese Formeln folgendermassen 
geschrieben werden: 

P n W - f(n)-« n [1 + 8'~* + *<T 4 +■■•■] , 
(69.) o 

v * v; (2n+l)/>) L Tö -r*° -r j- 

Alsdann repräsentirt 

eine Function von », welche für » = 0, 1, 2, etc. die Werthe besitzt: 
(70.*) /■(<>)- 1, f(i)-i, «*)"irf' rw "" ItItI - 
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Auch ergeben sich alsdann aus (69.) die Formeln: 



(71.) 



( (rB + 1 ^ W )a = ao = (2n + l)An) 



Multiplicirt man nun die Gleichung (64.) mit ö~ {p + q \ und setzt sodann 
<f = oo, so folgt mit Eücksicht auf (61.): 

(a- p P„ . <r q P a ) =aL-*p\ 

d. i. nach (71.): 

f(p)f(q) = *f(*). 
Man findet also: 

(72 .) A _ «rtütf _ f{q) (P + D(P + 2).... . 



f(ß) ' ™ (2p + l)(2i> + 3). .(2«~ 1)' 

woraus z. B. mit Rücksicht auf (70. b ) sofort folgt, dass A = l wird f&r 
jp == 0, ebenso. für q = 0, und ebenso auch für p = q = Q. 

Multiplicirt man ferner die Gleichung (65.) mit o p + q **, und setzt 
sodann <y = oo, so erhält man mit Rücksicht auf (61.): 

d. i. nach (71.): 

2 2 2 



(2p + 1) f (10 (2« + 1) f(q) (2 * + 3) f(8 + 1)* 

Demnach wird: 

m , B _ o (28 + 3)/'(8 + l) = 2 (2p+3)(2p+5)..(2g + 3) 

^ ° (*p + l)f(p)-Vq+l)m (2«+l)/"(2) (P + 1)(P + «)•■(• + !) ' 

woraus z. B. folgt, dass B f ür p = den Werth 2 (2 g + 8) f ferner für 2 = 

den Werth ( Vi ' en ^ c ' 1 ^ ür i> = 2 = den Werth 6 annimmt. 

Multiplicirt man ferner die Formel (66.) mit a p ~ q + * , und setzt wiederum 
a — <x> , so folgt mit Rücksicht auf (61) : 

{*** l 9,-<-'P t ) €mm -r(***Q t ) €mm , 
d. i. nach (71.): 



2 2 

f(g) , n . , ,w,_x -r 



(2p + l)f(l>) («d+i)rw 



Somit wird: 
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woraus z. B. folgt, dass T für g = 0, und ebenso für p = q=*0 den 
Werth 1 annimmt. Den Werth von r f&r den Fall bestimmen zu wollen, 
dass jp = 0, hingegen q von verschieden ist, würde keinen Sinn haben. 
Denn dieser Fall kann nicht eintreten, weil nach unserer beständigen 
Voraussetzung p > q ist. 

Numerische Bestimmung v#n A, E. Diese Constanten A, E betreffen 
die Formel (67.), bei deren Behandlung wir uns nach (67. a ) auf den Fall 
P — q > zu beschränken haben. Wir können diese Relation p — q > 
auch schreiben: d>0. Andererseits können wir die in Rede stehende Re- 
lation p > q combiniren mit der Relation **) : q > , und erhalten in solcher 
Weise die Formeln: 

(76.) d > , .P > 2 > ° » mithin auch: p > . 

Multiplicirt man nun die Gleichung (67.) mit a' p+q + l 9 und setzt sodann 
tf = <x>, so erhält man mit Rücksicht auf (61.): 

(76.) («->r P -^ l Ql^-*(«- t *' i+l Q<l^+e('- id - 1 > *„-.)._„. 

hieraus aber folgt nach (71.) und namentlich***) auch mit Bücksicht auf 
die Relation d>0 (75.): 

Demnach erhalt man: 

_ 2/(p) 2 (24— 1)(2<Z+ l)--(2p — 1) 



(77.) 



(2ff + l)f(q)f(d -1) (2g + l)f(q) d{d + 1) (<f + 2) • . . p 



*) Die Function f(n) hat, wie man sofort erkennt, die Eigenschaft, dass för jedes beliebige n 
die Gleichung stattfindet: 

(2n + 1) /» ~(n+l)/-(n+l). 
Demgemass können die Formeln für B und T, (73.) und (74.), auch so geschrieben werden: 

(* + 2)/X* + 2) 



B 



(P + 1WP + !)• (* +l)/ , (3+l)' 
^ (Ä + !)/■(«! + 1) 



(P + 1)/ , (P + 1)' 

**) Nach unserer gleich zu Anfang (Seite 94) gemachten Annahme, sollen p und q positive 
ganze Zahlen, resp. Null sein; woraus in der That folgt q ^ 0. 

***) Wollte man die Voraussetzung d>0 /a77fn lassen, so würde die Möglichkeit vorliegen, dass 
4 =. o sei; alsdann aber würde das erste Glied rechter Hand in Formel (76.) nicht mehr verschwinden. 

Neu mann, Kugelfunctionen. I. 16 
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woraus z. B. folgt, dass E für g = den Werth p ~~ ■ annimmt. Den 

Werth von E für p = untersuchen zu wollen, würde keinen Sinn haben, 
weil bei unserer augenblicklichen Betrachtung der Fall p = [vergl. (75.)] 
excludirt ist. 

Um andererseits A zu finden, müssen wir zur Formel (67.): 

(78.) P p Q q = AJ_ {d + 1) + EJ d _ l 

zurückgreifen. Die linke Seite derselben kann [vergl. (3.), (4), Seite 1] 
auch so geschrieben werden: 

P 9 P 9 ° o -j- 1 

oder mit Rücksicht auf (64.) auch so: 

also, falls man für J 9 den Werth (61.) substituirt, auch so: 

oder (was daselbe ist) auch so: 

P p R q + A [(2*,-P, log ^"-^«(ä^-P,,, log ^l) + ...]- A [i2,+ «7?^ 2 + ...], 

oder endlich [vergl. wieder (3.), (4.), Seite 1] auch so: 

Was ferner die recÄte Seite der Formel (78.) betrifft, so kann dieselbe nach 
(61.) und (61. a ) folgendermassen dargestellt werden: 

'(ß.) aä [Q s + «°ö,_ 2 + P°Ö,_4 + ■•■] + E fö-i + «'"^-s + •■•]• 

Die beiden Ausdrücke (a.) und (ß.) müssen also nach (78.) einander gleich 
sein. Folglich müssen in diesen Ausdrücken diejenigen Terme einander 
gleich sein, welche mit den Kugelfunctionen zweiter Art behaftet sind, 
ebenso andererseits diejenigen, welche von diesen Functionen frei sind. 
Demgem&ss erhält man die beiden Gleichungen: 

(y.) A [Q 8 + « Q t _ 2 + ■ • •] - A Ä [Q 8 + * ö Q t _ , + • • •] , 

W P,Ä, - A [B B + «R 8 _ 2 + ...]- E [P d _ x + *" P d _ z + ...]. 

Aus (y.) aber folgt sofort: A = A^1, mithin [vergl. (72.)]: 

(79.) A-A , fe , (P + 1HP + 2).... 1 



A Mi; (2p + l)(2p + 3) - • (2ä — 1) A ' 
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oder, falls man für A seinen Werth [vergl. (61. a ) und namentlich auch (50.)] 
substituirt, und reducirt: 

* t (<* + 1) (rf+2)".p 

also schliesslich mit Rücksicht auf (74): 
(8i.) a =» r . 

Demgemäss können die Gleichungen (66.), (67.) auch so geschrieben werden: 

* ^««-rj.^ + EJ^. 

Subtrahiren wir diese Gleichungen, und erinnern wir uns dabei an die der 
gegenwärtigen Betrachtung zu Grunde liegende Voraussetzung (75.), so 
gelangen wir zu dem Resultat, 

dasa unter der Voraussetzung p > g (nicht = q) die Formel stattfindet: 
(83.) *,«,-«,*,-*/„_„ 

wo die Constante E den in (77.) angegebenen Werth hat. 

§5. 

Vervollständigung der erhaltenen Resultate. 

Um die definitiven Formeln für die Entwicklungen der Producte P P P 9 , 
Q P Qq> • • • zu erhalten, haben wir nur noch die schon gefundenen Resultate 
mit einander zu verbinden. Dabei wird es der Kürze und auch der Präzi- 
sion willen gut sein, Gebrauch zu machen von der schon eingeführten 
Function f(n), Seite 119, welche in doppelter Weise definirt werden kann, 
nämlich entweder durch die drei Formeln: 

f(fC\ « — 3 • 6 -•■(*" — *) 

(1 ° f (0) = 1 , 

f(i)-i, 
oder statt dessen auch durch die eine Formel: 

Erstens: das Product P p P q . — Substituirt man in der auf Seite 118 
erhaltenen Gleichung: 

(3) P p P q = *J 8 

16* 
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für J g und A ihre Werthe, Seite 105 und 120, so erhält man die definitive 
Formel : 

(Tab. A. 1) [vorausgesetzt: p > q , ferner p -f- q a 8 > un< l P — 2 ■■ <*•] 

^P^ M ^(2j> + l)(2i) + 3)..(2s-l)L « ^ \2A2p — lA2«-l/\ 2* /l2«+lj *-*^ J' 

welche in (Tabelle A. 1) in ausführlicher Weise angegeben ist. Hier sei 
nur noch bemerkt, dass der vor der eckigen Klammer stehende Zahlen- 
factor, wie aus dem Werthe der Constanten A (Seite 120) folgt, auch so 
geschrieben werden kann: 

f(p)f(<L) 
f{ß) ' 

eine Schreibweise, welche für gewisse kritische Falle sehr bequem ist. So 
z. B. ergiebt sich aus dieser Darstellungsweise des Factors augenblicklich, 
dass derselbe, wenn # = 0, mithin p*=d*=s ist, den Werth 1 annimmt. 

Will man in dieser Formel (Tab. A. 1) die Glieder nicht nach den 
fallenden, sondern nach den steigenden Indices der P geordnet haben, so 
hat man zurückzugehen zur Gleichung (3.), und daselbst für A wiederum 
den Werth Seite 120, für J s hingegen den Werth Seite 106 zu Substi- 
tuten. Man erhalt alsdann folgende Parallelformel: 

(Tab. A'. 1) [wiederum vorausgesetzt: p > q , ferner p + q =» 8 , und p — q =■ d.] 

-f(a) W+l)(<* + «)"--P fp , /l\/2p + 2W 2g \/ 2<*+l \[2d+5| "I 

nq, Vd + 3)(id+b)..(tp+l)L J ^" 1 "\2A2p + 3/\2«~lA2d + 2/l2d+l) * + 2 ^ J* 

welche man ausfahrlicher in der (Tabelle A'. 1) angegeben findet. 

Beispiel. Die Correctheit der eben erhaltenen Formeln (Tab. A. 1) 
und (Tab. A\ 1) lftsst sich leicht an einfachen Beispielen prüfen. Setzt 
man g = l, so giebt jede der beiden Formeln: 

(4.) P p P 1 -cP p ~ 2^qn[p P p -! + (P + 1) *, + 1 ], [vorausgeBetzt: p ;> 1] 

und dies ist eine bekannte recurrente Relation der Kugelfunctionen (vergl. 
Seite 61). Mittelst derselben lässt sich leicht eine Relation herstellen, 
welche o*P p linear durch I^_ 2 , P p und P p + % ausdrückt. Diese letztere 

nimmt, falls man auf beiden Seiten die Grösse j P p subtrahirt, die 

Gestalt an: 

(6)(a*-±-\p D ( p + l)(p + 2) r p 2 p 2p+l p(p-l) 2p + 3 -i 

K ' J \ 3/ P {2p+l){2p + 3)l P**^ & p + 2*p — l P^{p+l)(p + 2)2p—l P-*} 9 



P 9 
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und zu genau demselben Resultat gelangt man andererseits auch dadurch, 
dass man in der Formel (Tab. A. 1) die Zahl q^=2 setzt. 

Zweitens: das Product Q p Q q . — Substituirt man in der auf Seite 118 
gefundenen Gleichung 
(*•) Q p Q q -BJ_ is + 2) 

für <7_ ( , + 8) und B ihre Werthe Seite 107 und 120, so gelangt man zu 
der definitiven • Formel : 

(Tab. C. 1.) [zur Abkürzung gesetzt: p + q = 8 , und p — q =» d.] 

• 2 (2i> + 3)(2p+5V-(2*+8) r /1\ /2p+2\ /2g+2\/ 2 « + 3 U 2g + 7 | n 

VpV 3 =- (2q + l)f(q) (p + l)(p + 2)..(8 + l) L V * + 1 "*" \2/\2/>+3/\2 H-3/\25 + 4/t2 s + 3l V » + 8 ^ ' ' 'J' 

welche ausführlicher in (Tabelle C. 1) angegeben ist. Bemerkt sei, dass 
der vor der eckigen Klammer stehende Zahlenfactor auch so geschrieben 
werden kann: 

2 (8 + 2)f(8+2) 

<*+i)f(i> + i)-GH- i)f (« + !)' 
wie solches aus dem Werthe von B (Seite 120) unmittelbar hervorgeht. — In 
der Ueberschrift dieser Formel ist die Note p > q unterblieben. In der That 
erkennt man aus der Symmetrie der Formel in Bezug auf p und q sofort, 
dass dieselbe gültig ist für alle Fälle, einerlei, ob p grösser, gleich oder 
kleiner als q ist. 

Beispiel. Um die Correctheit dieser Formel (Tab. C. 1) an einem 
Beispiele zu prüfen, setze man2> = 0, £ = 1; wodurch sich ergiebt: 

Setzt man hier auf der rechten Seite: 

O Q r— llil?— - 7 M 4 ' 6 ' 8 -9 i 1 

Ve L7.9.11.13* + 9- 11- 13- 16 ° ^ J* 

Vs "" L9 11131617 * " l _T 

so erhalt man: 
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und zu demselben Resultat gelangt man durch directe Multiplication von 
# mit Q lm 

Zweites Beispiel. Eben so leicht direct nachweisbar ist die aus der 
Formel (Tab. C. 1) für jp = und* q=*Q sich ergebende Gleichung: 

(90 «•«o = (log^4) 8 =4[ 1 i i « 1 +^ ft + Äö. + ----]. 

Drittens: das Product Q p P q . — Substituirt man in die auf Seite 118 
* erhaltene Gleichung: 
(io.) Q p P q -rJ_ (d+1) 

für Jl (d + i) und r ihre Werthe Seite 108 und 121, so erhält man die 
definitive Formel: 

(Tab. B'. i) [vorausgesetzt: p > q; ferner p + q = 8, und p — q = d.] 

O V - f(n\ - (d+l)(d+2)...p __ r (1\ (_2J\ / 2p + 2 \ /«_+ 1\ f td+l\ ö , 1 

Vp^y — /w (2d + 3)(2d+5;..c2"i) + l)L Vd ' r \2/ \2 g - 1/ \2p + 3/ \2d + 2/ U d + 1 1 Y <* + 2_l ' J ' 

welche ausführlicher sich angegeben findet in (Tabelle B'. 1). Bemerkt 
mag werden, dass der vor der eckigen Klammer stehende Zahlenfactor sich 
auch so darstellen lässt: 

(d+l)f(d + l).f(q) 
(P + l)f{P + V ' 

wie solches aus dem Werth der Constanten r (Seite 121) sofort ersicht- 
lich ist. 

Will man in dieser Formel (Tab. B\ 1) die Glieder nicht nach den 
steigenden, sondern nach den fallenden Indices der Q geordnet haben, so 
hat man zurückzugreifen zur Gleichung (10.), und daselbst wiederum für r 
den Werth Seite 121 , hingegen für JL (d + 1} den Werth Seite 108 (unten) zu 
substituiren. Alsdann ergiebt sich folgende Formel: 

(Tab. B. 1) [vorausgesetzt : p > q ; ferner p -|- q *- 8 , und p — g = d.] 

P =/7 „x (p + i)(p + »)- — r , n\( . *p \ f 2 g w 2g +i \f 2s-3 i i 

v i> 9 i ^(2p + i)(2#4-3)..(2s — 1)1/**"*" \2/\2p — l/\2g — l/\ 2« / l2« + l ) V *-* "*" J' 

welche sich ausführlicher vorfindet in (Tabelle B. 1). — Man bemerkt, dass 
die Coefficienten in dieser Formel (Tab. B. 1) identisch sind mit denen in 
(Tab. A. 1), und dass ebenso auch Identität stattfindet zwischen den Coeffi- 
cienten in (Tab. B'. 1) und (Tab. A'. 1); und gelangt daher zu folgendem Satz: 

Ist p> q, so werden die Entwicklungen der beiden Producte P p P q und 
Q p P q lauten: 
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*, P 9 " « P s + ■ *,-2 + « * f -4 + + » P eH 

wö 91 , 33 ,©,••• Ä constante (von jö und # abhängende) Coefficienten vor- 
stellen, die in beiden Entwicklungen dieselben sind. So werden z. B., was 
den Fall p=*q betrifft, die Entwicklungen von [P p ] 2 und Q P P P lauten: 

wo wiederum die (von jp abhängenden) constanten Coefficienten a , b , c , • • • f 
in beiden Entwicklungen dieselben sind. 

Beispiel für die Formeln (Tab. B. 1) und (Tab. B'. 1). — Bringt 
man diese Formeln auf den Specialfall q = l in Anwendung, so ergiebt 
sich aus der einen wie aus der anderen: 

und dies ist, weil P x = 6 ist, die bekannte recurrente Relation der Q (Seite 65) : 

Aus dieser recurrenten Relation lässt sich die Formel ableiten: 
n-i LJ/^-^o ^ 3 f p**-*) o | 2 plp + i) Q , (p + DCp + 8) i 

1 ' 12\ 8/ * 2 L(2j>— I)(2j>+1) v P-2" r 3 (2p— l")(2p + 3 ) p ^/?+ 1)(2/) + 3) ^ + 2 J ' 

deren linke Seite identisch ist mit 1\ Q p . — Zu genau demselben Werthe 
von P % Q P führen aber auch die Formeln (Tab. B. 1) und (Tab. B'. 1) in 
ganz directer Weise, nämlich dadurch, dass man in ihnen q = 2 setzt. 

Viertens: das Product P p Q q . — Bei der Behandlung dieses Productes 
können wir uns, aus dem früher angegebenen Grunde, [vergl. (67. a ), Seite 
119] beschränken auf den Fall 

(14.) p — q > (nicht = 0) . 

Alsdann aber gilt die auf Seite 123 gefundene Gleichung: 

_ 2 (2d— l)(2<f+l) • • • {2p — 1) _ 2f(p) 



{2q+l)f(q) d(d+l){d + 2) p (2 q + 1) f(q) -f{d -1) ' 

Substituirt man in diese Gleichung (15.) nicht nur den Werth von E, son- 
dern auch den auf Seite 110 (56.) für J d _ x erhaltenen Werth, so ergiebt 
sich die definitive Formel: 
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(Tab. D. 1) [vorausgesetzt: p — q > (nicht — 0) j ferner p -|- 9 «™ » » und P — ?"■■<*•] 

PO OPJ-—J (a*-l)( 2d+l)~(2j>-l)r , /1\/ 2p \/2g+2\/2d-lW2d-6| "I 

■TpV, Vp -^, -I- ( 2g +l)/-(g) d(d+l)----l> L < i - 1 " r \2A2l>-l/\2a+3/V2d-2/l2d-l| d - 8 ^" J* 

welche ausführlicher angegeben ist in Tab. D. 1. Bemerkt mag sein, dass 
der vor der eckigen Klammer stehende Zahlenfactor sich auch so dar- 
stellen lasst: 

2/» 

(2 q + l)f («) -f(d-l)' 

oder (was dasselbe ist) auch so: 

2J>) 

(2+1)/" (2 +1W (<*-*)' 

I 

wie sich solches sofort ergiebt mit Rücksicht auf den filr E erhaltenen 
Werth [vergl. (15.)]. 

Will man diese Formel (Tab. D. 1) geordnet haben nach den steigenden 
Indices der P, so hat man von Neuem zurückzugehen auf die Gleichung 
(15), und daselbst für J d ^ x die auf Seite 110 in (58.) und (60.) ange- 
gebenen beiden Ausdrücke zu Substituten, — den einen oder den anderen, 
jenachdem d ungerade oder gerade ist. Und gleichzeitig hat man für E 
wiederum den bei (15.) aufgeführten Werth einzusetzen. In solcher Weise 
ergiebt sich 

(Tab. D'. 1) falls p — q ungerade und >0 (nicht =0) ist: 

*.*-%', + »?Rn![*-+lf)6Ei)&tafcii)C-ü)*. + -"]- 

(Tab. D". 1) und andererseits, wenn jp — g gerate und >0 (nicht =0) ist: 

p p «* - Qp p 9 + ( d - 1){d+ 8 1)8(8 + 2) [ p * + ( 3 ) (^(^Xh^XJ+i) p » + •:••] • 
Genauer findet man diese Formeln in (Tab. D'. 1) und in (Tab. D". 1). 

Zur Orientirung über den Gebrauch der Formeln (Tab. B. 1 und B'. 1) 

und (Tab. D. 1 , D'. 1 und D". 1) mögen sämmtliche Producte von der Form 
PQ in drei Classen gesondert werden, nämlich 

1. in solche, bei denen der Index von Q der höhere ist, 
(16.) 2. in solche, bei denen beide Indices gleich gross sind, 

8. in solche, bei denen der Index von P der höhere ist. 

Die Formeln (Tab. B. und B'.) geben alsdann die Entwicklungen für alle 
Producte der 1. und 2. Classe. Andererseits liefern die Formeln (Tab. D., 
D\ und D".) fflr jedes Product der 3. Classe z. B. för P 9 Q z einen Aus- 
druck von der Form: 
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p*Q* -P.C. + Q, 
wo der zweite Term Q eine fertig hingeschriebene Entwicklung nach Kugel- 
functionen vorstellt, während der erste Term P z Q 9 ein Prodnct der 1. Classe 
repräsentirt, mithin seiner Entwicklung nach sofort mittelst der Formeln 

(Tab. B. und B\) angegeben werden kann. Die Formeln sind also 

ausreichend ssu/r Entwicklung sammtlicher Producte PQ. 

Beispiel für die Formeln (Tab. D. 1, D> 1 und D". 1). — Um das Pro- 
duet P 8 (<r) Q x (&) in eine nach den Potenzen von a fortschreitende Reihe 
zu entwickeln, braucht man nur die beiden Functionen 

(17.) 

Qx « - 2 [i c- 2 + | <T 4 + i <T 6 + • • •] 

mit einander zu multipliciren; man erhält alsdann: 

da.) P iWAW -J. + 4[^r« + ^ 

Nun erhält man aber andererseits aus (Tab. D. 1) und mit Hinzuziehung 
von '(Tab. B'. 1) die Formel: 

(19.) *.G-y(«4+{ «■) + !*!; 

und hieraus ergiebt sich, felis man für Q % und Q A ihre Werthe (Seite 125) 
substituirt, ebenfalls die Formel (18.). 

Dieses Beispiel zeigt anschaulich den Grund, warum der Ausdruck 
für das Product P p Q q im Falle p > q Kugelfunctionen erster und zweiter 
Art enthalten muss. 

Zweites Beispiel. Setzt man q = p — 1 , mithin d = 1 und s = 2p — 1 , 
so ergiebt sich aus (Tab. D'. 1): 

2 2 

— P — — 

j> p 

Setzt man ferner <?-=i> — 2, mithin d==2 und s*=2p — 2, so folgt 
aus (Tab. D". 1): 

Diese Gleichungen (20.), (21.) aber sind identisch mit zwei schon früher 
aufgestellten recurrenten Relationen. [Vergl. die Formeln (a.) und (b.) 
auf Seite 71.] 

Neumann, Kugelfunctionen. L 17 



(20) *,«,-!- Vi«,- «*•-«• 



— 130 — 

Drittes Beispiel. Bringt man die Formel (Tab, D. 1) auf den Special- 
fall q = in Anwendung, und beachtet man, dass P (<?) = 1 und 

<2 (o) = — log * ~ ist, so erhält man: 

hieraus aber folgt durch Vergleichung mit der bekannten Formel: 

(22.-) Q pS .R p -P p \o g ^± 

sofort: 

(23.) Jt _- 2 [Ü^j> 1 + ii£j^P / s + 4 2 -£^p o , + ...1, 

wo das letzte Glied, ebenso wie in (Tab. D. 1) und (22.), mit P resp. P x 
behaftet sein wird. — Wir sehen somit, dass die allgemeine Formel 
(Tab. D. 1) zur Entwicklung der Function B p nach Kugelfunetionen uns 
hinleitet. 

Viertes Beispiel. Ersetzt man in (Tab. D. 1) die Functionen Q durch 
ihre logarithmischen Ausdrücke (22. a ), so heben sich die mit log ^rrj 
behafteten Glieder fort, und man erhält: 



(24.) P p B Q - PR +8P^+tt P d _ 8 + »P d . 5 + 



wo 2 , 9Ji , 91 , die in (Tab. D.) angegebenen Constanten bezeichnen. 

Hieraus ergeben sich sofort folgende [mit (20.), (21.) correspondirenden] 
recurrente Relationen der JB: 

Noch sei bemerkt, dass die Gleichung (24.) f&r y = in die Formel (23.) 
sich verwandelt. 



§ 5.» 
Beiläufige Betrachtungen. 

Wirft man einen Blick auf die Tabellen A, B, A', B' und C, so be- 
merkt man sofort, dass die bereits von uns abgeleiteten Formeln 
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(Tab. A. 1, B. 1, A'. 1, B'. 1, C. 1) 

für den Special fall: p*=*q übergehen in die Formeln: 

(Tab. A. 6, B. 6, A'. 6, B'. 5, C. 5). 

Was diese letztern Formeln betrifft, s.o sei bemerkt, dass aus (Tab. A'. 5) 
für p = 0, 1, 2, 3, folgende einfache Entwicklungen sich ergeben : 

[P.]»-p„ 

w-K'.+({) , f^*.+(^^^•fcs•'.+e^^ , ^. ? ^»*.]. 

Ebenso ergeben sich aus (Tab. B'. 5) die analogen Entwicklungen: 

-P. Qo - <?• , 

«P,«,-i[ e „ + (i)'if s «, + (i^i^,4 

• •••• ••••••• 

Endlich sei bemerkt, dass aus (Tab. C. 5) für j = folgende Formel 
resultirt **) : 

Anwendung der fnr [Q p ]* erhaltenen Entwicklung. Ist, wie wir annehmen 
wollen, o* < 1, so besitzt die Function Q n (p) oder Q H einen complexen Werth: 

(8.) Q H = U p - P H log (- 1) , [vergl. Seite 48] 

wo das erste Glied U n eine reelle Grösse bezeichnet von dem Werth: 
<•■> ^. - -B, - P. log f=^ ; 



*) Diese Formel lässt sich einfacher so schreiben: 

und ist also ein Specialfall der recurrenten Formel (I. b ), Seite 65. 

**) Es ist nämlich Q =» — log — r— • . Vergl. die nächstfolgende Note. 

<T -f- 1 

17 
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während das zweite Glied P n log ( — 1) rein imaginär ist *). Substituirt 
man nun in der Formel (Tab. C. 5): 

(io.) [Q p f - «« 2l , + i + PQ*p+* + y Q* P+ 5 + 

für sämmtliche Q (links und rechts) die durch (8.) dargebotenen Werthe, 
und sondert sodann das Beeile vom Imaginären, so ergeben sich die bei- 
den Formeln: 

(11 Ä ) 2ü p P p -ofP 2j , + 1 + ^P 2l , + 8 + yP 2l , + 5 + V(<r), 

(11.10 [U p ]* + [P p log (- 1)] 2 - « ü 2p + l + ?ü tp ^ + y ü ip + & + ÖW , 

deren rechte Seiten für den Augenblick mit V (a) und Q (a) bezeichnet sein 
mögen, wo a das in den Functionen U, P enthaltene Argument reprfir 
sentirt. — Bekanntlich ist: 

« 

folglich : 

-1 

und dieselbe Beziehung wird daher auch stattfinden zwischen Q und Y. 
Man erhalt also: 



-i 



+ i 



*) Man hat im Ganzen folgende Formeln (vergl. Seite 2): 

«»-*,- -p. ] <>g fqrr • «» - u » ~ p n l0 « (- i) . 

tf„ - -R. - -p, log fqF5 ' 

und 2J,-_3p^P„_ 1 + ^^ ) P n _, + ^=f ) P._ 5 + ...(let«te8Gl.P re 8 p.i' 1 )], 

wo das letzte Glied, abgesehen von einem Zahlenfactor, durch P resp. P t dargestellt ist. Hieraas 
folgt z. B.: 

B -0, B, 2, 

&-- l0 87TT' «i --«-'• log j^i, 

^--logfr^' IT, --2- «log {-=-?; 

was zur besseren Orientirung dienen mag bei den weiter folgenden Betrachtungen. — Aus dem Werthe 
von Q folgt, wie beiläufig bemerkt sein mag: 



**) Ist nämlich W eine complexe Grösse: W =U -\-%V , so mag 17 als Bth TT, und »' V als 
Jth TT bezeichnet werden. 
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+ i 



-l 

oder, falls man Q und Y durch die linken Seiten der Gleichungen (ll. a > b ) 

ersetzt: 

+ i 

(ll.c) [ü p (,)]* + [P p (er) log (- D] 8 - Rth j J P V- V 1 " 

AU' diese Formeln (ll. a » b > c ) können sofort fix und fertig hingesehrieben 
werden; denn man hat zu diesem Zwecke nur noch fQr die Coefficienten 
* > fi> y> — ü 116 aus (Tab. C. ß) ersichtlichen Werthe zu substituiren. 

Um über die Bedeutung dieser Formeln (ll. a > b » c ) einigermassen uns 
zu orientiren, wird es gut sein, sie f&r den einfachsten Fall, nämlich # = 0, 
einer näheren Betrachtung zu unterwerfen. 

Für p = werden die Coefficienten «, ß, y, • • • identisch mit den 
schon in (3.) angegebenen, die Formeln (11.»» b > c ) also folgendermassen lauten: 



(12.") [log^g , + [log(-l)J-4[ T \^(«T)+3^P-.(,) + ilD-.(«T)+..-], 

(i 2 ,) _ Rth ( ( _ 2) J( log l^) c 4£_j. 

- 1 

Ueber die Entwicklung (12. a ). — Die Richtigkeit derselben lässt sich 
auf directem Wege darthun. Entwickelt man nämlich (1 -f a) 9 nach Kugel- 
functionen erster Art, so erhält man: 

, • x /1±_?\« L_ P J ?_ q P J g(g— 1) R P . 

(a ° \nr) i+i 0+ («+ !)(«+«) 1 + («+i)(«+«(«+») 1+ f 

lind hieraus ergiebt sich, wenn man nach q differenzirt, und sodann 
2 = setzt: 

oder, falls man a mit — a vertauscht: 

Cr.) 1*4^ p .-iTi p «-iTi p .-ST4 ,, .-475 p «- 



Aus den beiden letzten Formeln ergiebt sich aber durch Addition respective 
Subtraction: 



(»•) 


. 1-«' 

log— - 


(t.) 


l0g 1 + « 


w. z. z. w. 
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■- 2 [ i> »+2 i 3 P »+4 £ 6 i, *+-:-]' 

lieber die Gleichung (12. b ). — Um diese Gleichung zu controliren, 
kann man für E7i (er) , U % (tf) , • • • ihre früher gegebenen Entwicklungen [vergl. 
(28.), Seite 55, und (32.), Seite 56] anwenden. Man erhält alsdann:» 

wo A, B, C, wie man nach einigen Reductionen findet, die Werthe haben: 

= _ r 3 7__ 2^ JA_ 2j_4 __ Jib_ 2^ 4^6 "] 

™ Li -2 3-4 3~*"5-6 3-5 7 • 8 3 - 5 • 7 ~* J * 

,, x ^ 3 7 24, 11 2-4-6 15 2-4- 6- 8. 

K J 12 34 1 T 5-6 3 7-8 35 ^ * 

c «i+4r— -— 8 +— ---^- ^^- + . - -1 

T LS-4 6.61 T 7-8 3 9- 10 3-5 T J* 

Andererseits erhält man: 

w [10* f^3 a = 4 [«•* + § «* + II -• + • • ]' 

und nach der Gleichung (12. b ) soll also sein: 

(d.) [log (- 1)J+ 4 [•■ + | c* + JJ « 6 + ■•] «4 [ii + Bc* + Ccf* + • • •], 

d. i. 

(e.) 4 A _ [log (- 1)J , B — 1 , C - | , etc. etc. 

Nun kann man die Reihe für i? in zwei Reihen zerlegen: 

„ 1 124.1 24-6 1 2.4-6.8 . 

B = — 2 k 

1 Ä 1 ' ft ?l 7 Sl . R ' 



3 1 ' 5 3 7 3-5 

, 1 Ä 124,1 2-4-6 1 24-6-8 , 
~ 2 41^6 3 8 3-5 ^ 

Verschiebt man jetzt die untere Reihe um eine Stelle nach links, so zer- 
stören sich die übereinanderstehenden Glieder, und man erhält in der That: 
J? = l, wie in (e.) verlangt war. 

Aehnlich kann man auch die Reihe für C in zwei Reihen zerlegen: 

T L3 5 17 3 9 3-5 T J 

4. 4 TA _ I .?. _l - 8 ' 10 _ 1 ®1 1?_'_1 2 4. 1 
~*~ L4 6 1 ~*~ 8 3 10 ~3^6 " + " J • 
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verschiebt man nun die untere Eeihe um eine Stelle nach links, und addirt 
die nach dieser Verschiebung übereinander stehenden Glieder, so ergiebt sich: 

C.U4T-I4. — - 8-34 8.10- 42 _ 1 

- + .[_ + 3-6 3 • 5 • 7 "*" 3.5-7 -9 _T 

oder, was dasselbe ist: 

T L36 3-5.7~3-5.7-9 J 

+4 r— - -— - + s -^-- 1 

~ L3-5 3. 5- 1~ 3- 5-7-9 J* 

Verschiebt man jetzt endlich von Neuem die untere Reihe um eine Stelle 
nach links, so zerstören sich je zwei übereinanderstehende Glieder; so dass 

• man erhält: C=j, wie in (e.) verlangt wurde. 

Beachtenswerth scheint bei dieser Untersuchung die erste der in (e.) 
gefundenen Gleichungen: [log ( — 1)]* = 4-4, d. i., falls man den Werth 
von A, aus (b.), substituirt: 

/n /0 . „ x4 , ft r 3 7 2 , 11 24 15 2-4-6 , -| 

wo w eine noch zu bestimmende ganze Zahl bezeichnet. 

lieber die Gleichung (12. c ). — Für <?=— reducirt sich die linke 
Seite dieser Gleichung auf [log( — l)] 2 , d. i. auf [(2 n + 1) xi] 2 , so dass 

man erhalt: 

+ 1 

(g.) Rth J2 /Vlog \=A y- ) - - <* n + 1)' «■, 

-1 

wo die von 2 = — 1 zu #= + 1 gehende Integrationscurve so gedacht 
werden kann, dass sie den Punkt #==0 vermeidet. Dabei sei bemerkt, 
dass' in den Nouvelles Tables d 9 Integrales definies par de Haan auf pag. 165 

sich die Formel findet: 

1 

1 + z\ d Z n 



/Vi 1+ Z\C Z n 1 
ü 



0»0 

woraus folgt: 



was mit der Formel (g.) in Einklang steht. 

Allgemeinere Betrachtungen. — Statt der Entwicklung von [Q p ] 2 wollen 
wir gegenwartig die Entwicklung von Q p Q q der Betrachtung zu Grunde 
legen. Dieselbe lautet nach (Tab. C. 1): 
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(13.) Q p Q, - AC, + ! + B« 1 + , + r«, + 5 + .... in W, 

und gewinnt durch die Substitution (8.) die Gestalt: 

(14.) [ü p - P p log (-1)] [U q - P q log (- 1)]-[AIT ) + 1 + B u t + , +...] 

-[ AJP . + i + BP . + . + •••]!** <-i); 

und hieraus folgen durch Sonder ung des Beeilen und Imaginären*) die 
beiden Formeln: 

(16») U p P q + U q P p -AP, + 1 + BP, + 8 + • • • -<H(<x), 
(16.") U p U q + P p P q [log(-l)]s - A C7, + 1 + B U, + i + - fi(«), 

deren rechte Seiten mit ¥(#) und Q(ff) bezeichnet sein mögen. Alsdann 
ist ebenso wie früher [vergl. (a.), (/?.), (y), Seite 132, 133]: 

-1 

also, wenn man V und Q durch die linken Seiten der Formeln (15. a » b ) 
ersetzt: 

U'WAz) P a (g) + UAb) P„ (*)1 de] 
-i 

Diesen Formeln (15. a » b > c ) sw&swmVen sicft die früheren Formeln (11.*» b > c ) und 
(12. a i b > c ) afe specielle Fälle. 

Transformation der Gleichung (15. c ). — Nach (Tab. D. 1) und 
(Tab. B. 1) ist: 

(16) P,Q t - Q p P q - ß^.! + aK^-a ■ • • + SP (resp. »Pj). falls *> q (nicht -g), 
(17.) «,^ f -««, + »« f -, •••.••+»«,,, MLsp^q. 

Hieraus folgt: 

(18.) P p Q q +Q pPq = 2 p dl + aRP d _ s .... + IP (resp. 2* P x ) + 

+ 2«ö, + 2ö^_ 2 ...+2ft^, felis jp> 2 (nicht -g) 5 

und gleichzeitig folgt aus (17.) für den Fall p = q: 

(19.) SöpPp — aa^ + abC-a f-21%, wo s — 2p, und d — ist. 

so dass man also diese Formel (19.) aus der vorhergehenden (18.) einfach 
dadurch erhalten kann, dass man die Coefflcienten ß, 2R, fit, • • • % (resp. SB) 
verschwinden lässt. — Aus (18.) folgt durch Sonderung des Reellen und 
Imaginären: 



c ) Wir halten hier beständig fest an der Voraussetzung a % < 1 . 
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(20.) P p U q + U p P q - S P,_ x + SN P rf _ s • ■ • + % P (resp. SB P t ) + 

Substituirt man aber diesen Werth in der rechten Seite der Gleichung 
(15. c ), so folgt [mit Rücksicht auf (0.), Seite 132]: 

(21.) U p U q + P p P q [log (- 1)]» - S U ä _ t +-2R U d _ s • • • ■ + % U (resp. SB L\) + 

- 1 

Und gleichzeitig erhält man die dem Falle p = q entsprechende Formel 
aus der eben hingeschriebenen dadurch, dass man die Coefficienten 2, SR, 
91, ••- % (resp. 833) verschwinden lässt. 

Die Werthe der Coefficienten 21, 33, ••• und 2, 3R, • ••• sind ersicht- 
lich aus (Tab. A. «) und (Tal). D. t). Ohne dieselben wirklich zu Substi- 
tuten, wollen wir die Formel (21.) sofort in Anwendung bringen auf den 
Specialfall: q = 0. Alsdann wird d = s=p, und 

~ 2ü — 1 tw% 2» — 5 M 2» — 9 

2 = 2 — -, 8R — 2- -- — , $ = 2— - ... 

l>p ' SCp — 1)* ö(p — 2)' 

* — 1, 33 = 0, (5 = 0, • • • 

so dass man erhält*): 

« *, 0« <- •>)' - "» - ir. - ! F^r ''- - • + &Hs v - - + i'5^ F - - » + • • • '] 

oder, falls man fttr die U n ihre Werthe (9.) substituirt**): 

W p p [(.<*(- „^(u.^-fru.!- + !f ji J5... + #=?, V. + ...f] 

-1 

Andererseits aber kann man der Gleichung (22.), durch Anwendung der 
Formel (0.), Seite 132, auch folgende Gestalt geben***): 



+ 1 



- 1 

Diese Gleichung geht für p = über in die frühere Gleichung (12. c ). 

*) Durch das Zeichen f] in Formel (22.) soll angedeutet sein, dass die Reihe abbricht (series 
finita), ebenso wie die vorhergehende Reihe (21.). 

**) Bei dieser Substitution ist gleichzeitig Rücksicht zu nehmen auf die bekannte Entwicklung 
von B n nach Kugelfunctionen , d. i. auf die in der Note, Seite 132, für B n gegebene Formel. 
***) Wiederum unter Anwendung der für Bn geltenden Entwicklung, Note auf Seite 132. 
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de 
(2.) 

d_ 

da 
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§e. 

Entwicklung des Froduotes zweier abgeleiteten Kugelfunotionen eisten Grades. 

Setzt man 

(1.) Y=UV und ^»(i_ |^|Z, 

wo U und V die Differentialgleichungen erfüllen: 

((l-O|^)+2(« + l)^-0, 

so findet, wie wir früher [Seite 94, Formel (3.)] gefunden haben, zwischen 
Y und Z die Beziehung statt: 

(3.) z - y + __^ (1 - ff . )a _j. 

Sind also, um denselben Satz in etwas anderer Weise auszusprechen, p und q 
irgend zwei Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2, 3," 4, • • • •, und bezeichnet man 
mit Y eins der drei Producte 

(4.) Y-P p P q , Q p Q q , P p Q q , 

ferner mit Z jedesmal das correspondirende Product: 
(6.) z~p pl p ql , Q P iQ q i> p P iQ q i> 

so findet zwischen Y und Z die Relation (3.) statt. 

Das Product (4.) sind wir in eine nach Kugelfunctionen fortlaufende Reihe 
zu entwickeln im Stande: 

Substituten wir aber diesen Werth in (3.), so ergibt sich fttr das zugehörige 
Z der Ausdruck: 

wo die constanten Coefficienten (j>, q) x die Werthe besitzen: 

p (p + i) + q (</ + - * (* + i) 
(8.) (p, q) K =- VKV ^ 2 ' 

Und wir gelangen also zu folgendem Satz: 

Sind T und Z irgend zwei entsprechende unter den in (4.), (6.) angegebenen Producten 
so kann man, wenn die Entwicklung (6.) des einen Productes vorliegt, unmittelbar auch 
die Entwicklung (7.) des andern Productes hinschreiben. Denn es bedarf dazu nur der 
Hinzufügung der in (8.) angegebenen constanten Factoren (p, q) x . 

Erstes Beispiel. — Offenbar ist: 

p p = v 

^p^Q d p' 



<•■) 
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Bringt man auf dieses Product den Satz in Anwendung, so ergiebt sich: 

Nach (8.) ist aber: {p, 0) p = 0, folglich: 

(10.) ^1^01 = °? 

was in der That richtig ist, weil P 01 verschwindet. 
Zweites Beispiel. — Auf Seite 124 war gefunden: 

v p = p P M ?+JL p 

p l 2p + 1 O-i"*" 2p + 1 jp + i* 

Somit folgt durch Anwendung des Satzes (9.): 

oder weil, nach (8.), (p, 1) 1> _ 1 =p -f 1 und (2?, l) p + l = — p ist: 

Dies aber ist die recurrente Relation IV, Seite 61. 

Drittes Beispiel. Durch Anwendung der allgemeinen Formel (Tab. C. 1) 
auf den Fall q = folgt: 

Vd «0 - 2 [y+r tf * + 1 + 3 y+T ^ + 3 + "5 "y+T" Vp + 5 + • • J » 
und der Satz (9.) führt daher in diesem Fall zu dem Resultat: 

Nach (8.) haben aber (i>,0) p+1 , Cp,0) p + s , (p,Ö) p + b , ••• der Reihe nach die 
Werthe: — (p + 1), — 3 (p + 2), — 5 {p + 3), • • •; und man erhält also: 

Q P i Qoi 2 [9p + 3 ) <fp + i + (»P + 7 ) ^ + 3 + (2p + ii) Q p + 5 + • • ■], 

oder, falls man für () pl , # 01 ihre Werthe substituirt*): 

(12.) Q p [&P + 3) Q p + 1 + {2p + 7)^ + 3 + (2i> + 11)^ + 6 + ' ' "] • 

Viertes Beispiel. Nach Seite 127 ist: 

p i ö P = 2y+"i <k - 1 + 2y +T % + 1 s 

somit folgt mittelst des Satzes (9.): 

P n «M ~ 2 /+ 1 ( *>' ^-1^-1 + 2^ Vi (i>l ^+1 «# + !• 

wo die hinzugetretenen constanten Factoren die schon bei Gelegenheit des 
zweiten Beispiels notirten Werthe haben. Somit ergiebt sich: 

*) Was den Werth von Q 01 betrifft, so vergleiche man die Note, Seite 132. 

18* 
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da.) ^«M-i^J-r^- 1 "^* 1 )- 

Dies aber ist die recurrente Relation (IV. b ), Seite 65. 

Fünftes Beispiel. Nach der allgemeinen Formel (Tab. D". 1) ergiebt sich: 

somit folgt aus (9.): 

Nach (8.) ist aber (q + 2 y q\ = (q + 1) (j + 2). Also: 

(16.) ^ + 2,iC gl -^ 1 <> 9 + 2 , 1 -2(2g + 3)P 1 ; 

und dies ist die recurrente Relation (g), Seite 72. 

Vervollständigung der Tabellen. — Geht man aus von den schon be- 
wiesenen Formeln 

(Tab. Ä.l, B.l, AÜ, B[l, C. 1, D.l, D'.l, V[' 1), 

so gelangt man mit Hülfe des Satzes (9.) sofort zu den Formeln: 

(Tab. A.2, B.2, A[2, B[ 2, C. 2, D. 2, D.2, D'.'2); 

und sodann von diesen letztern aus durch Betrachtung des speciellen Falles 
p = q zu den weiteren Formeln: 

(Tab. A.6, B. 6, A'.6, B!6, C. 6). 

Bemerkung. — Die letzte der eben genannten Formeln (Tab. C. 6) lautet, 
falls man sie ausführlich niederschreibt, folgendermassen : 

HAN [O 1*= ~- 2 - (2p + 3)(2p + 5).-(4p + 3) 

U6.) |VpiJ (2p+l)f{p) ~(p + l)(j> + 2)..(3p + l) ^ 

- [* + 0-^, + i(?|±|)'(.T^) |JSi) to + »)'-.»]ft,., + 

L .j / (2p-f 2) (2p + 4)y / (4p + 3) (4p + 5)\ f4p + lll r (p + 6 )--».6l Q 9 , + ..-1 

Setzt man nun die Zahl p == 0, und beachtet man, dass Q = log (ff + 1) 
— log (tf — 1) ist [Note, Seite 132], so erhält man die einfache Formel: 

(17.) f^-Ji --y[»ft +7 ft + "%+««, + ■•■]■ 

Diese Formel lftsst sich übrigens auch leicht ableiten aus derjenigen Ent- 
wicklung, welche ich (im GVe/fe'schen Journal Bd. 37) unter Anwendung 
der elliptischen Coordinaten für die reciproke Entfernung zweier Puncte ge- 
geben habe. Denn jene Entwicklung nimmt, falls man daselbst ft = fi x == 1 
setzt, die Gestalt an: 



(20.) 



— 141 — 

[vorausgesetzt: a x < <s .] 
( l8 ') ^~ a - { [ P o (*i) Qu (*)+ 3 P, K) ft (<0 + 5 P, («,) <? 2 (<r) + 7 P 3 (•,) fc W + ■ '] ; 

und hieraus folgt, falls man a l successive — 1 und = — 1 werden lässt: 

(19.) 

Aus diesen beiden Formeln entspringt aber die Formel (17.) durch Subtraction. 
Zweite Bemerkung. Differenzirt man die Formel (18.) gmal nach a l9 
und setzt sodann 6 l = 1, so ergiebt sich: 

Nun ist aber: p^ (i) — i • 3 . 6 • • (2 q - i) , 



(2g + l)(2g+«).-.(8g+j) 



und: P^.(l)= s [1.3.5..(2g-1)] ^l 1 ' Stl^'.p'ä^fl . [vrgl. Seite 77.] 

folglich : 

+ it±Ä2i.+«> (J , + . )W . )+ ...; 

immer vorausgesetzt, dass <r > 1 sei. 

§7. 

Entwicklung des Produotes einer Kugelfanotion mit einer abgeleiteten Kugel- 

funetion ersten Grades. 

Zufolge der für P p geltenden Differentialgleichung ist: 

P * Ä ( (1 - ^ **) PlP + »*,* 9 '> 

addirt man hiezu die identische Gleichung: 



(i-op;i5?=(i-op;p;, 

C 6 



so erhält man: 

d 



und hieraus durch Integration: 

u-op;p 7 - r^(i-op;p;-p(p + i)p p p 9 )^, 

oder, was dasselbe ist: 
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Und in analoger Weise ergiebt sich: 

{1 b } VT=^p p P ql =f( p pi p ,i - aö+ 1) p p P q y*. 

Diese Gleichungen (1.), (2.) bleiben offenbar 'gültig, wenn man in ihnen die 
Functionen P p , P pl durch Q p , Q pl ersetzt, ebenso auch dann, wenn man 
die P q , P ql durch Q q , Q ql ersetzt, und ebenso auch dann, wenn man 
beiderlei Ersetzungen gleichzeitig bewerkstelligt. Versteht man daher unter 
y, Z, Z p , Z q folgende Ausdrücke: 

Y =«P p P q +ßQ p Q q +v<j p P q +SP p Q q , 
* = «P p iP q i+ßQ P iQ q i+vQ P iP q i+*P p iQ q i, 

(2 ° z P=« p pi p i +ßQ P iQ q +y%i p q +s p P iQ 9 , 

z i=« p p p <n+ßQ P Q q i+vQ P p q i+* p P Q q u 

wo «, ß, y, rf beliebige Constanten sein sollen, so wird zufolge (l. a ) die 
Formel stattfinden: 

(3.) }T-?Z = f(z-p(j> + l)Y\dc, 

und zufolge (l. b ) die Formel: 

(4.) VT=7* % q -f(z-q (q + l)Y\ic. 

In diesen Gleichungen (3.), (4.) kann man nun für Y und Z die schon 
bekannten nach Kugelfunctionen fortschreitenden Entwicklungen substituiren, 
und erhält alsdann entsprechende Entioicklungen für Z p und Z q . — Um näher 
hierauf einzugehen, mag die Entwicklung von Y> wie sie aus den früheren 
Betrachtungen (Seite 124 — 128) resultirt, wirklich effectuirt gedacht wer- 
den; sie laute: 
<5.) " v-n p f + ...:. + ä.p. + 

+ C0Q0 + + C n Q a + , 

wo die 2?, C constante Coefficienten sind, und in jeder Zeile ausser dem 
ersten Gliede nur das allgemeine Glied*) hingeschrieben ist. Nach bekanntem 
Satze (Seite 38) lautet alsdann die Entwickelung von Z: 

*) Der Index n dieses allgemeinen Gliedes soll also (weil das erste Glied schon abgesondert ist) 
nie « werden, sondern beschränkt sein auf die Werthe 1, 2, 3, 4, • • • • 



• • 
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(6.) # » (P,*) *o P o + + (P,3)„ B n P n + 

+ (P,2)o ^o Ö« + + (P.tfi. C, 0. + 

(7.) wo: (i>,^ - i [p (p + 1) + gfo + 1) - * (* + 1)1, 

(8.) mithin: {p % q) x - p (p + 1) i [* (* + 1) + p (p + 1) - q(q + 1)] , 

d.i.: — — (*,p) 9 . 

Substituirt man nun die Werthe (5.), (6.) in (3.), so ergiebt sich mit Rück- 
sicht auf (8.): 

(9.) Yl-*Z p (0,p) q B Jp o cc (n,p\B n C P n c c 

-<fi*P) q C Q fade {n,p) 9 C m ( 4 Q n da , 

oder, falls man die Integrale rechter Hand, abgesehen von fQda, wirklich 
berechnet*), die Integrationsconstante mit K bezeichnet, und schliesslich 
durch Vi — ö 2 dividirt: 

* °\)/1-(jV n(n+l) °* v «,i ^ 

Substituirt man andererseits die Werthe (5.), (6,) nicht in (3.), sondern in 
(4.), so gelangt man zu der analogen Formel: 

(iL> ^-yriTi +(D ^^ (i^) + -"' + i£?i) B - p ^+ 



+ CO a) cJ~ f ^A + ..-.+ --^i- CO 4- • • • • 



wo L die Integrationsconstante bezeichnet. — Für die in (2.) genannten 
Aggregate gilt somit folgende Regel: 

Liegt die Enttoicklung (6.) des Aggregates T in fertiger Gestalt vor, so lassen sich 
(12.) die Entwicklungen der drei andern Aggregate Z, Z p , Z q augenblicklich hinschreiben 

nach Maassgabe der Formeln (6.), (10.), (11.). 



*) Aus der für P n und Q n geltenden Differentialgleichung folgt: 

n(n + l)fP n do = - (1 - O?; - - VT=7* P n fl , 
n(n + i)fQ m d*~ - (1 - o*)Q' n - - yi -V» Q^ . 

Ferner ist P Q =» 1 , mithin fP Q cG = <s- Auch <ier Werth von J*@ Q <f würde sich leicht angeben 
lassen -, was aber für unsere Zwecke überflüssig ist 
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Während übrigens die Entwicklungen von Y und Z nach den 'Kugel- 
functionen P w , Q n fortschreiten, gehen die Entwicklungen von Z p und Z q , 
abgesehen von gewissen störenden Gliedern, fort nach den abgeleiteten Kugel- 
functionen P nl , Q nA . Was jene störenden Glieder betrifft, so sei bemerkt, 
dass die den Constanten K, L und B entsprechenden ebenfalls dem all- 
gemeinen Typus der Entwicklung sich subordiniren; denn es ist: 

1 On i W 

(13.) — = — — -\ - , fvergl. die Note, Seite 132.1 

v yi - a* 2 

(14 ) -1 + Süll « - ( ^Ä *) 

wo allerdings das letzte Glied der zweiten Gleichung, wie aus dem zweifel- 
haften Vorzeichen + des vorhergehenden Gliedes ersichtlich ist, an einer 
gewissen Unbestimmtheit leidet; so dass es rathsam erscheint, die Substitu- 
tion (14.) in unsern Formeln (10.), (11.) nicht zu bewerkstelligen. — Was 
endlich das letzte störende Glied, nämlich das mit C behaftete, betrifft, 
so wird sich im weitern Verlauf unserer Betrachtungen herausstellen, dass 
dasselbe stets verschwindet. 

Die Werthe der noch unbekannten Integrationsconstanten K y L bedürfen 
in jedem gegebenen Fall einer besondern Untersuchung. Vorläufig wissen 
wir nur, dass sie unabhängig von a sind, dass sie also lediglich von e 
ß, y, ö und p, q abhängen können. 



*) Die Ableituug der Formel (14.) lässt sich mit Hülfe zweier früherer Entwicklungen [(32.), 
Seite 21] bewerkstelligen. Differcnzirt man nämlich jene Entwicklangen nach x resp. <r, so folgt 

und hieraas folgt durch Multiplication mit }/l — o* : 



— * 8 
oder, mit Rücksicht auf (13.): 



f+ ■ 1 - a - 

l Vi 






yi— a' 
Die 8 aber ist die Formel (14.), um deren Beweis es sich handelte. 
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Bei der Entwicklung der Producte PP, QQ, PQ (Seite 123—128) 
hatten wir vier Fälle unterschieden: 

(15.) P p P f , (p^a); Q p Q q ; Q p P q , ( P >q); P p Q q , (p>q)i 

und in analoger Weise wollen wir auch gegenwartig verfahren, nämlich 
der Reihe nach in Betracht ziehen 

I erstens : j zweitens : t drittens : l viertens : 

P j» P *i> ip >* ); I^Öfti« U* P *i» (*>*>' l^Ofti' (*>«>■*> 

Auch werden wir, ähnlich wie früher, die in vierter Stelle genannten Pro- 
ducte nicht direct, sondern ihre Differenzen gegenüber den in dritter 
Stelle genannten Producten behandeln. 

Erstens: die Producte P Pil P q und PpP^i. — Setzt man in (2.): « = 1 
und p — y — d— 0, so wird Y=P p P q , ferner Z p ^=P Pil P q , und Z q =P p P q y 9 
so dass man also mittelst des Satzes (12.) die Entwicklungen der beiden 
letzten Producte aus der des ersten abzuleiten vermag. Dabei wird es gut 
sein, zwei Fälle zu unterscheiden, jenachdem p>q oder = q ist. 

Erster Fall: p>q. — Alsdann ist nach (Tab. A'. 1): 
(17.) P p P q - *r 4 + 3P rf+2 + & /' rf + 4 • ■■• + **,; 

und hieraus folgt durch Anwendung des Satzes (12.): 

[immer vorausgesetzt: i>>3-] 

(,8b) *'**' -yT^ + Ä> ÄP *' • • •+• -£&)"*»• 

* 

Um die Constanten K und i zu bestimmen, multipliciren wir diese Formeln 
m it Yi — ö 2 9 und setzen sodann tf = 1 . Alsdann zeigt sich sofort, dass 

(i8.°) A' = L = ist. 

Zweiter Fall: p = q. — Alsdann nimmt die Formel (17.) die spe- 
ciellere Gestalt an [vergl. auch (Tab. A'. 5)]: 

(19.) [P P T - !P + i p t + * p 4 ■ • ■ + aP 2 P ? 

woraus durch Anwendung des Satzes (12.) folgt: 

*) Der Grund, weshalb man im vierten Fall auf die Pestsetzung p > q (nicht =» q) sich 
beschränken kann, ist auf Seite 128 bei (16.) auseinandergesetzt. 

Neumann, Kngelfunctionen. L 19 
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oder, weil (0,^ = und (l,p) p = j X(X + 1) ist: 

(20..) Pftl ^ = _£_ + .|[ i P M + W > M .... + aP 2/>)I ]. 

Multiplicirt man aber diese Gleichung mit Vi — o* , und setzt sodann 
<r=»l, so ergiebt sich wieder, dass 

(20. b ) k =» o ist. 

Die resultir enden Formeln (18. a > b » c ) und (20. a * b ) sind angegeben*) 
in (Tab. A'. 3, 4, 7) und in etwas anderer Schreibweise auch in (Tab. A. 3, 4, 7). 

Zweitens: die Producte Q Isl Q q und QpQ^. — Mag nun p>q, ==? 
oder <q sein, stets gilt nach (Tab. C. 1) die Formel: 

(21.) Q p Q q - A£ +1 + BÖ < + 8 + rQ i + 5 + • • - in inf.; 

und hieraus folgt mittelst des Satzes (12.), falls man ß — 1 , und a = y = 6 = 
setzt: 

[einerlei, ob % p > q , — g oder < q ißt.] 
ir (s + UP\ (ß + 3,»)« 

Multiplicirt man diese Formel mit "Kl — <j* , und setzt sodann <j , = oo, so 
verschwinden alle mit A , B , r , • • • behafteten Glieder , und ebenso auch 
die linke Seite; so dass man erhalt: 

(22. b ) K — . 

Die resultirende Formel (22. a * b ) ist aufgeführt in (Tab. C. 3, 4). 
Hieraus aber ergiebt sich, indem man p=*q macht, sofort die speciellere 
Formel (Tab. C. 7). Diese letztere kann übrigens auch abgeleitet werden 
aus der Formel (Tab. C. 5), durch Differentation nach ff. 

Drittens: die Producte Q Pti P q und Q P P^ X . — Wir unterscheiden zwei 
Fälle, jenachdem p > q oder = q ist. 

Erster Fall: p>q, mithin d>0. — Bringt man auf die Formel 
(Tab. B'. 1): 

(23.) e,p g = «<?„ + 3 e d+ 2 + $e rf+ 4 ••••+* Q. 

den Satz (12.) in Anwendung, so folgt: 



*) In der That ist z. B. die Formel (20.»« b ) identisch mit der Formel (Tab. A'. 7), wie man sofort 
erkennt, falls man nur beachtet, dass P 0?1 verschwindet. Auch bemerkt man, dass diese Formel 
(Tab. A'. 7) angesehen werden darf als ein Specialfall der Formeln (Tab. A'. 3, 4). 



• • 
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[vorausgesetzt: p*>q (nicht =2).] 

multiplicirt man aber diese beiden Formeln mit Vi — a 8 , und setzt sodann 
= 00, so ergiebt sich sofort: 

(24. c ) K — L =- . 

Zweiter Fall: _p=«g, mithin d=»0. In diesem Fall nimmt die 
Formel (23.) folgende speciellere Gtestalt an [vergl. (Tab. B'. 5)]: 

(26.) Q P P P - l Q + 1Q1.+ * & • ■ • + &Q 2p , 

wo z. B. der erste Coefficient ! den Werth hat: 

( 2ß ) ! " 2^TT • 

Aus (25.) ergiebt sich nun mittelst des Satzes (12.): 

oder, weil (0,j>), — und (*> H> = 1 A (* + *) ist: 

[immer vorausgesetzt: l> > 2 .] 
(27.') ^ 1 P p «^= + |[i^i + ^M'-- + ö «^x]» 

Um die Werthe der noch unbekannten Constanten K, L zu ermitteln, multi- 
pliciren wir diese Formeln mit Vi — g* , und setzen sodann tf = oo . In 
solcher Weise ergiebt sich: 

folglich [mit Benutzung der Formeln, Seite 119, (68.), (69.)]: 
oder, mit Rücksicht auf (26.): 

(27.«) A'-l + l, i-t-l. 

19* 
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Substituirt man aber diese Werthe in (27. a > b ), und beachtet man gleich- 
zeitig, dass }_ ^ — j Q ,i ist, so erhält man schliesslich: 

[immer vorausgesetzt: p > q .] 
(28.») 0*1*,-+ 2 «o.i + Y[«^i + ift.i---- + »ft M ]t 

(28.») ^P Äl - - { fl M + { [««o,i + *«M ' ' • + ««i A t]. 

Die resultirenden Formeln (24. a ' b » c ) und (28. a > b ) findet man ver- 
zeichnet in (Tab. B'. 3, 4 und 7, 8), und in etwas anderer Schreibweis 
auch in (Tab. B. 3, 4 und 7, 8). 

Viertens: die Prodncte P Pi iQ q und P p Q q ,i* — Es mögen hier zwei Fälle 
unterschieden werden, jenachdem p — q ungerade oder gerade ist. Stets 
aber mag angenommen werden , dass p > q sei. 

Erster Fall: p — q ungerade. — Alsdann findet nach (Tab. D'. 1) die 
Formel statt: 

(29.) P p Q q - Q p P g « £P + 6 P, + HP 4 + 8 P d _ lf 

wo z. B. der erste Coefficient % den Werth hat: 

(30.) % — d«4-n " ^S 1 "* ist: (° f P\ 2 — 2 » und: (° • ?V * — — 2 . 

Aus (29.) ergeben sich nun mittelst des Satzes (12.) die beiden Formeln: 

[immer vorausgesetzt: p — q ungerade, und >0.] 

(3«.") p,9t l -Q,Pt l - 7 ^ + <ß.±x(0~) + 

Um die noch unbekannten Constanten JST, i zu ermitteln, multipliciren wir 

diese Gleichungen mit Vi — a* , und setzen sodann a = 1 . Alsdann er- 
giebt sich*): 



*) Zu beachten ist dabei die Formel: 

zu welcher man leicht gelangt, sobald man für Q und Q ihre logarithmischen Ausdrücke [Seite 1 
(3.), (4.)] substituirt 
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— * — jst — (0,11) x v 



also mit Rücksicht auf (30.): 

(31. c ) K — x « o . 

Zweiter Fall: p — # gerade. Alsdann gilt nach (Tab. D". 1) fol- 
gende Formel: 

(32.) P p Q q - Q p P q - *B P x + * 7> 3 + UP 5 • • • • + £ P rf _ lt 

und hieraus folgt mittelst des Satzes (12.): 

[vorausgesetzt: j> — g gerade, und > .] 
X (hP)„ (ß*P)« 

(33.") P,^ l - <? ,P ikl -^ + ^«P IiI + ^«P M + .... 

Multiplicirt man aber diese Formeln mit Vi — g 2 , und setzt sodann a = 1 , 
so ergiebt sich*): 

(33. c ) K — — 2 , hingegen : I- + 8, 

Die resultirenden Formeln (31.*» b » c ) und (33. a > b » c ) findet man an- 
gegeben in (Tab. D'. 3, 4) und in (Tab. D". 3, 4); und in etwas anderer 
Schreibweise findet man dieselben Formeln auch in (Tab. D. 3, 4) angegeben**). 

§ 8. . 

lieber gewisse zwischen den Kugelf emotionen stattfindende Relationen, die mittelst 

begrenzter Integrale sich ausdrücken. 

Aus der die Kugelfunctionen zweiter Art definir enden Formel: 
folgt, wie schon früher (Seite 64) gezeigt wurde: 

+ L _» I; » > k^ 8 n ungerade, 






(2.) V. w = v. T j -J3J- , - - |_ L) fall8 w ^^e. 

Aus dieser letzten Formel ergiebt sich z. B.: 



*) Vergl. die vorhergehende Note. 

**) Gleichzeitig sind diese Formeln in jenen Tabellen noch ein wenig vereinfacht durch Sub- 
stitution der in (30.) angegebenen Werthe. 
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<»•> 0o w - izbi ' und **' (cf) - ö ° (ff) + r=:V» • 

Ersetzt man das Integral (1.) durch den bekannten logarithmischen Ausdruck: 

(4.) - <?„(*) - Ä, (•) - P B «• log J=l , 

so ergeben sich leicht die beiden Relationen: 

(&•*) [(* -•■>«.«],,. i-o, 

Solches vorangeschickt, wenden wir uns zu unserm eigentlichen Thema, 
nämlich zur Betrachtung einer gewissen Gattung Integrale, die sämmtlich 
von der Form sind: 



z 

- 1 



und in denen die Function F (z) entweder durch das Product P p (z) P q (z) 
oder durch (1 — /) P p (z) P q (z) , oder durch P p (z) P q (z) vertreten sein soll. 
Im letztern Fall wird die anzustellende Untersuchung verschieden sein, je- 
nachdem p > q oder < q oder = q ist; so dass im Ganzen fünf Integrale 
in Betracht kommen. 

Erstes Integral. — Nach (Tab. A. 1) und (Tab. B. 1) ist 

(6.) *,«*,(•) = HP, to + * P, _,«.-■. + ft P d W , 

(7.) Q p (*)P q W - « Q s (•) + 8 ft _ 2 (•) • .. • + ÄÖ d W • [fallS P - q ' ] 

Aus (7.) folgt durch Anwendung der Formel (1.) sofort: 

+ 1 \*PJz) +% P,_ % {z).. . + ® P d (z)]c z 



ft»P,M 



•/ 



P w « w ./ <F — Z 

d. i. nach (6.): 



+ i 



CWP.W 



•i 



•P.WP (i)8f 



- 1 



Somit gelangt man unter Rücksichtnahme auf (Tab. D. 1) zu folgendem 
Resultat: 

[vorausgesetzt: p > q.] 



*'PAz)PAz)dz 



(8.). J-^fV «,W',W. 

(8.») "' -P,{A «,(•)- ö(«), 

wo # die «/anse rationale Function repräsentirt: 

(8.*) <? - 87V, + 9RP d _ s ••.. + *: P [resp. SB PJ . 
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Bemerkung. — Bringt man die Formel (8.) auf g = 0,l,2,-- J p in 
Anwendung, und combinirt man mit einander die so entstehenden Glei- 
chungen, welche der Reihe nach mit 

P (f), P (tr); P X W, P^ff); P p (z) y P p (ü) 

behaftet sein werden, so ergiebt sich: 

+ 1 

**•' J -^ ~- — Q p (ff) • <fl . [vorausgesetzt: p > q .] 

-l 

Die Richtigkeit dieser letztern Formel kann man leicht dadurch controliren, 
dass man den unter dem Integralzeichen in P p {z) multiplicirten Ausdruck 
nach dem binomischen Satz entwickelt: 



z 



« 



[ e __ ( a — zj] q a q qo*' 1 .q(q-l)a*-* 



+ — ^-TT^ (•-*> + 



ff — z er — z ff — z 1 1-2 

Unterwirft man nämlich die einzelnen Glieder dieser Entwicklung der aus- 
zufahrenden Integration, so verschwinden sämmtliche Glieder mit Ausnahme 
des ersten [vergl. den Satz in der ersten Note, Seite 33]; und das erste 
Glied giebt a q , multiplicirt mit dem die Function Q p (a) definirenden Integral. 

Zweite Bemerkung. — Ist o* < 1 , so besitzt Q p (o) einen complexen 
Werth : 

Q P W - ü p (ff) - P p (ff) • lg (- 1) . [vgl. Seite 131 (8.)] 

Substituirt man diesen Werth in (8.), und sondert sodann das Reelle vom 
Imaginären, so erhält man: 

{Y , Ith ( j p >«y" ) = [_ io g (_ »,} Pp w p, w . 

Zweites Integral. — Die hier und weiterhin anzustellenden Unter- 
suchungen sind der eben absolvirten Betrachtung vollkommen analog; und 
wir werden daher, unbeschadet der Deutlichkeit, die Argumente ö und z 
meistentheils unterdrücken können. Nach (Tab. A. 2) und (Tab. B. 2) ist: 

w *' 1 *'* ' '~ 2 d [falls p>q.] 

Aus (10.) folgt durch Anwendung der Formel (1.): 
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+ i 



d. i. nach (9.): 



'[«!>, + ßP,_ % ---- + *P d ]dz 



P* 1 9t i J a — z 

- l 



+ l 

P„ i P» i # * 



».l^.l'J 



P>* «i * ^ ff— z 

- 1 



Somit gelangt man . unter Rücksichtnahme auf (Tab. D. 2) zu folgendem 
Resultat: 

[vorausgesetzt: p > q .] 

J + • p , (*> p„ - w a z 

- 1 

wo (t die Bedeutung hat: 

(11.-) ö-(P.«^-i8^d-i + (P.ff) <l -,»i , rf -8--' + (P.fl)o* 1 o [ re8 P- 0».ff)i»*i]- 

Bemerkung. — Bildet man die Formel (11.) , welche auch so geschrieben 

werden kann: 

+ i 

<*•> J - /_ ^ ' (i - •■) « P W P f « [p ^ ff 

-1 

der Reihe nach für q = , 1 , 2 , • • • p , so ergiebt sich durch Combination 

der in solcher Weise entstehenden Gleichungen: 

+ i 

<«•> J -"-— (1 - «■) Q p (c) • a« , [falls p>q (nicht - g) .] 

-l 

Drittes Integral. — Nach (Tab. A. 3) und (Tab. B. 3) finden die Glei- 
chungen statt: 

(12.) P' p P q - a P; + ß P\ _ 2 . . . . + x P' d , [falls p > g] 

(13.) <£P f -«fc # + PG1-» "•• + »<£, [falls j> > g (nicht = 0) 

beide behaftet mit denselben Coefficienten a, ß, • • • x. Aus (13.) folgt durch 
Multiplication mit (1 — a 2 ): 

d. i. nach (5. b ): 

(14.) 2 = 2 (« + p 1- «) .- 

Nun folgt ferner aus (13.) durch Anwendung der Formel (2.) 



- 1 
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Nach (2.) ist aber <p, = <p, _ g = • • • <p d . Somit folgt unter Rücksichtnahme 

auf (14.) und (12.): 

+ i 



- 1 



oder, felis man für <p 9 seine eigentliche Bedeutung (2.) substituirt: 

+ 1 / 2 o 

* ~' ~ dz I i _ <j2» ^ a ^ 8 *» mithin auch d ungerade. 



m J^'-tr,- 



2 

1 — c J 



-l [ -- ^, falls s und d gerade Bind. 



In dieser Formel kann man rechter Hand statt des Productes Q' p P q das 
Product P' v Q q eintreten lassen. Nach (Tab. D. 3) ist nämlich Q' p P q = 



resp. 






Durch Substitution dieses Werthes in (15.) gelangt man zu folgendem 
Resultat: 

[vorausgesetzt: p > q (nicht = q).] 
+ i 

-1 

wo JP und Gr, falls d ungerade ist, die Functionen bezeichnen: 
wenn <Z hingegen gerade, folgende: 

„ 2 (d-l,p) {d -3,p\ , ,V'P\ mP ' 

Viertes Integral. — Nach (Tab. A. 4) und (Tab. B. 4) gelten die Formeln: 

(18.) Q,l' t — *Q' t + ßQ',-f-- + *Q' d . [falls p > 2 (nicht = 2 >]. 

Aus (18.) folgt durch Multiplication mit (1 — e s ): 
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— 154 — 
also mit Rücksicht auf (5. a » b ): 

(18. ft ) =- 2 (a + ß }- x) . 

Ferner folgt aus (18.) durch Benutzung der Formel (2.): 

-1 

wo, zufolge (2.) die Grössen </>,, 9>,_ 2 > • • • <p* a^ 6 von einerlei Werth sind. 
Demgemftss ergiebt sich unter Rücksichtnahme auf (18. a ) und (17.): 

+ i 

(19) Q P' = f F » P * de . 

-1 

Das hier auf der linken Seite befindliche Product kann ersetzt werden durch 
P p Q' q . Denn nach (Tab. D. 4) ist jenes Product Q p F q = 

«•*• - p , «; - Kt^jt s p ;~ « • • • + t£ ■ p; + rihj » *"■ d ■»• 

Durch Substitution dieses Werthes in (19.) ergiebt sich folgendes Resultat: 

[vorausgesetzt: p > q (nicht — ■ q).] 



+ i 



rp (z)p n (z)dz 



(20.) J - * g ^ Q p W P t W - P, (•) « g W -öW, 



wo die Function (? bei ungeradem d den Werth hat: 

v y (4— l)d * '-^Ul — 3)(«l — 2)** *-» ^ 2-3^ *W-ff»> 

bei geradem d hingegen folgenden: 

V ' (d-l)d rf - l ^(d — 3)(d— 2) *- s ^ 1-2 Wjr l^l — «*• 

Fünftes Integral. — Nach (Tab. A. 7) und (Tab. B. 7) hat man die 
Formeln*): 

<«•> k p p= «3, +**,',., ■•■•+«*;, 



*) Statt der Formel (Tab. B. 7) könnte man ebenso gut auch die Formel (Tab. B. 8) anwenden. 
In der That würde man alsdann — auf ganz analogem Wege — zu demselben Endresultat, nämlich 
ebenfalls zur Formel (25.) gelangen. 
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Aus (22.) folgt durch Multiplication mit (l — o*): 

[»-• , )«;',]. M ri[(»--- , )«»'].. 1 -«[(*-^fliJ.. 1 +--. 

also mit Rücksicht auf (5. a < b ): 

2-l-2(« + h*), 

d. i.: 

(28.) «+/}... + „=, I. 

Ferner folgt aus (22.) mittelst der Formel (2.): 

wo, nach (2.), 9?^ = <p ip . % = •••■= <jn ist. Somit folgt unter Rücksicht- 
nahme auf (23.) und (21.): 

d p l 0' - » • + /"kv! 

Vp F r - 2 *° - 2 9 <> + J «-* ' 

- 1 

oder, weil, nach (2.) und (3.), (X ==■ <p = j-^-ii ist: 



( 2 *) / ; p ?* = Q' e r, * 



+ 1 

CK K 

J-T± 






Beachtet man schliesslich die recurrente Formel (c), Seite 71: 

ti P =*Q P' + — ?-_ 
v j> p Yp p ' i __ s » 

so gelangt man zu folgendem Resultat: 

+ i 



l'P.toP.WdB __,_ Ä , .. _ 2 



< 25 -) J- JL ^r=7 «ipW^w-^w^w-y^t?. 



eine Formel, die, wie man leicht übersieht, den früheren Formeln (16.) und 
(20.) als Specialfall subordinirt werden kann. 

Bemerkung. Durch Zusammenfassung von (20.) und (25.) ergiebt sich: 



- 1 



+ i 

O — Z *p W - g 



rp(z)P( Z )dz 

(» J P „_'. «,W P. W- [***>* oder =5.] 



20* 
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Setzt man in dieser Formel der Reihe nach <y = 0, 1, 2, ••• p, so ergiebt 
sich durch Combination der so entstehenden Gleichungen: 

+ i 

/P n (z) . iß • d z 
-l 

Doch gilt diese Formel (rj.), wie aus Seite 151 (a.) ersichtlich, nicht nur 
für p> q, sondern auch noch für p = q. 



§ * 

BüokbUck auf die acht Tabellen Seite 86—93. 

Man findet die Ableitung der in diesen acht Tabellen A, B, A', B', 
C, D, D', D" mit 

(1.) und (5.) 

bezeichneten Formeln auf Seite 124 — 131; ferner die Ableitung der da- 
selbst mit 

(2.) und (6.) 

bezeichneten Formeln auf Seite 140; endlich die Ableitung der mit 

(3.), (4.) und (7.), (8.) 

bezeichneten auf Seite 146 — 149. 
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